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SENJORAS (XI ir XII klasés)
S1. -1

Jokiy gudrybiy cia néra: reikSmes A, B, C, D, E atitinkamai duoda reiSkinio x—i reikSmes 1, —1,
—%, —%, ﬁ. Maziausia i§ jy yra —1 (bet ne ﬁ — kalbama ne apie absoliutyjj diduma!).
Teisingas atsakymas B.

2. © 3

Aisku, kad tik trys kubai 23 = 8, 33 =27, 43 = 64 yra tarp 2 ir 100, 0 5° = 125 ir tolimesni —
didesni uz 100.

Teisingas atsakymas C.

S3. M 2

7Zr. uzdavinio B8 sprendima.

S4. O 111
Sprendziame lygti: 888 - 111 =2 (2n)2, 8n% =888 - 111, n? = 1112, n = 111.
Teisingas atsakymas D.

S5. ® 2

(Plg. uzdavinio M4 sprendima.) Kadangi antrame stulpelyje yra 4 ken- >

guros, tai butinai prireiks dviejy éjimy. O dviem éjimais susitvarkyti
paprasta: pavyzdziui, antro stulpelio virSuting kengiira statome | apatinj
desinj langelj, o po ja esanCia — | pastatytajai gretima kvadrato jstrizainés
langeli.

Teisingas atsakymas E.

AR
\i

Sé6.
7Zr. uzdavinio B22 sprendima.
S7. ® 220

Nesunku tikrinti atsakymus. Kadangi vienas démuo yra apytikriai lygus sumos ketvirtadaliui, tai A
atveju bandome 500, ,,pataisytus® —1, 0, 1 ir 2, ir gauname 4 - 500 4+ 2 = 2002. B atveju 5 taisome
taip pat (—1,0, 1, 2), gauname 22. C atveju 50 taisome vél taip pat, gauname 202. D atveju 55
taisome vel taip pat, gauname 222. Lieka paskutinis atsakymas.

Renkamés atsakyma E.

Zinoma, nesunku irodyti, kad 220 gauti negalima: juk skaiCiy 55 — 2, 55 — 1, 55, 55 + 1 suma
220 — 2 per maza (juo labiau netinka maZzesni skaicCiai), o skaiCiy 55 — 1, 55, 55+ 1, 55 4+ 2 suma
220 + 2 per didelé (ir juo labiau netinka didesni skaiCiai).

Teisingas atsakymas E.

Paprasciausia skaiCiuoti bendru atveju. Jeigu skaiciai n, n + 1, n 4+ 2, n + 3, tai jy suma 4n + 6. Ji
dalijasi i§ 2, bet nesidalija i§ 4. Bitent tokie yra visi atsakymy skaiciai, iSskyrus paskutinj.

S8. (© 600

Kiekvienos skylés turis 3, bet jos visos turi bendrg centrinj kubelj, taigi iSmetami 9—2 = 7 kubeliai.
Kadangi vienas kubelis sveria 810 : 27 = 30 gramy, tai iSmetame 7 - 30 = 210 gramy, ir lieka
810 — 210 = 600 gramy.

Teisingas atsakymas C.
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S9. 2005

Istate x = 2004 | lygybe f(x + 1) = 2f(x) — 2002, gauname f(2005) = 2f(2004) — 2002, t.y.
2008 = 2 f(2004) — 2002. I§ ¢ia f(2004) = 1001 + 1004 = 2005.

Renkamés atsakyma B.

Tokiame sprendime vienintelis triikumas: o gal i§ viso tokios funkcijos néra? Nurodyti tokia
funkcija paparasta — ja apibréziame, kaip sakoma, indukcis$kai. Imame f(2005) = 2008. Tada
galime apibrézti f(2006), f(2006) = 2 £(2005) — 2002 (skaiciuoti ir nebuitina). Dabar apibréZiame
f£(2007), £(2007) = 2£(2006) — 2002, ir t.t. Taip apibréZiame f(x) visoms sveikosioms reiks-
meéms x > 2005.

Dabar apibréSime f(x) sveikosioms reik§méms x < 2005. PerraSykime duotaja lygybe ekvivalen-
Ciai: f(x) = % f(x + 1)+ 1001. Turime f(2005). Tada f(2004) apibrézkime taip: f(2004) =
% f(2005) + 1001. Dabar apibrézkime f(2003), f(2003) = % f(2004) + 1001, ir t.t. Taip apibre-
Sime f(x) visoms sveikosioms (ir net neigiamosioms) x reikSmeéms.

Negana to, aiSku, kad funkcija f(x) apibréZiama vienareikSmiskai, jeigu tik norime, kad salygos
lygybe biity teisinga kiekvienam sveikajam x.

Taigi f(x) egzistuoja ir yra vienintelé.

Atsakymas B teisingas.

Vis delto norétysi f(x) uZrasyti ,.iSreikStiniu* pavidalu. Tai néra taip jau paprasta.
Parasykime duotajg lygybe su x = n (taip jprasCiad) ir su x =n — 1:

fm+1)=2fn)—2002, f(n)=2fmn-—1)—2002.
Atémg jas vieng iS kitos, gauname:
fo+1D—fn) =2[fn) — fn— D]
Parasykime pastaraja lygybe su vis mazéjanciais argumentais:

f)=fn—=1)=20f(n-1) = fn-=2)],
fn=1)=fn=2)=2[f(n -2) - f(n=3)],

fG3) = f@2)=2[f2) - fD],
F@ = fM=20f1) = fO)]

Jei parasytose lygybése bent vienas skirtumas, pavyzdziui, f(n — 1) — f(n — 2) buty lygus 0, tai
lygus O buty ir visi paraSytieji skirtumai. Bet kadangi f(n + 1) — f(n) = f(n) — 2002, tai tada
buty 0 = f(n) —2002, t.y. f(n) = 2002, o tai priesStarauty lygybei f(2005) = 2008. Tod¢l galime
sudauginti anksCiau paraSytas n lygybiy ir suprastinti vienodus skirtumus. Gausime

f+1) = f(n) =2"[f1) — )],
o kadangi f(n + 1) =2f(n) — 2002, tai
fn) =2"[f(1) — f(0)] +2002.

Trumpiau tai uZrasysime pavidalu f(n) = C - 2" + 2002, o C tuoj pat nustatysime. Kadangi
£(2005) = 2008, tai C - 22005 12002 = 2008, C - 22005 =6, C = 6272005,
Vadinasi, musy funkcija yra

fn) =6-2"72005 1 2002.

Idomumo délei galite pasitikrinti, kad ji tenkina uzdavinio salygas.
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S10. @ 8

7Zr. uzdavinio J13 sprendima.

si. O 51

Zr. uzdavinio J10 sprendima.

S12. @@ 8

Neuzmirskime, kad kuba galima sukioti. Pavyzdziui, jeigu du kubai turi po vieng baltg siena, tai
juos galima sutapdinti. Vadinasi, téra 1 toks kubas.

Sakykime, kad baltos 2 sienos. Jei tos sienos prieSingos, téra 1 toks kubas — visada ji galima
pastatyti ant baltos sienos, o kita bus virSuje. Jei tos sienos gretimos, tai pastaius ant baltos sienos,
kubg galima pasukti taip, kad kita balta siena bty priekiné. Tokiy kuby taip pat yra 1.

Dabar sakykime, kad yra 3 baltos sienos. Nagrinékime du atvejus — 1) i§ ty trijy sieny dvi priesingos
ir 2) prieSingy balty sieny néra.

1) atveju statome kubg ant baltos sienos, kuri turi prieSinga. Tada virSutiné siena taip pat bus balta.
Dabar kuba pasukame apie vertikaligja aSi, einanCia per jo centra, kad balta pasidaryty priekiné
siena. Taigi 1) atveju kubas vienas.

2) atveju vel statome kubg ant baltos sienos — virSutiné siena bus juoda. Pasukime kubg taip,
kad priekin¢ siena bty balta. Kadangi prieSinga jai siena juoda, tai balta kairioji arba deSinioji
siena. Bet jei balta siena kairioji, tai kuba galima pasukti taip, kad ji tapty priekine, o priekiné taps
deSiniaja. Taigi ir 2) atveju toks kubas vienas.

Turime jau 5 kubus. Dar reikéty iSnagrinéti atvejus, kai balty sieny 4 arba 5. Bet tada juody sieny
atitinkamai 2 arba 1, ir jau Zinome, kad tokiy kuby yra 3. Vadinasi, i§ viso skirtingy kuby yra 8.
Teisingas atsakymas A.

S13. @ 6

7Zr. uzdavinio J24 sprendima.

S14. D 25
Korteliy skaicius Zymékime spalvas Zymin¢iy ZodZziy pirmosiomis raidémis R, M, B. Remiantis
salyga,

R+M+B=60, R+M=2B, B+ M=3R.

IS Sios sistemos rasti M paprasta. Atéme i§ pirmos lygties antra, gauname 3B = 60, B = 20.
Atémg i§ pirmos trecia, gauname 4R = 60, R = 15. Todeél (i§ pirmos lygties) M = 25.
Teisingas atsakymas D.

S15. a+b

7r. K26 uzdavinio sprendima.

S16. @A) (—oc; 1)
Sprendziame nelygybe 24 < 42"

24 L2 gx X 22X ¥ Hl oy x4 1, x < 1.

Teisingas atsakymas A.

S17. ® 1

7r. uzdavinio B25 sprendima.

S18. © 114
Zr. uzdavinio J14 sprendima.
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S19. (D 8V3 C
Remiantis salyga, AAFC ir ACEB panasus. Jeigu pazy- F E
mesime AF = EB = h, tai & = 4, h? = 12, h = 2J/3.

Todél AABC plotas lygus $AB-h =% -8-2/3 = 8/3.

Teisingas atsakymas D. 4 B

Auksting i galima rasti ir kitaip: ZACB = 180° — ZACF — ZECB = 180° — ZACF — (90° —
Z/CBE) = 90°. Remiantis Pitagoro teorema, AC%> + CB? = AB?, 6> + h? + 22 + h? = 82,
2h% =24, h? = 12.

S20. (© Skaiius 288 dalijasi i3 12
Zr. uzdavinio K29 sprendima.

S21. (B 2025

Iskaidykime visus skaiGius: 625 = 5% 124 = 22.31, 108 = 22 .33, 2187 = 37, 2025 =
3% .52, Skaitius 625 turi keturis daugiklius, 124 — tik tris. SkaiCius 108 turi penkis daugiklius,
bet jei juos paskirstysime keturiems dauginamiesiems, tai vienam klius du daugikliai, trim — po
vieng. IS pastaryjy bent du turés ta patj daugiklj (2 arba 3). Pagaliau, su 2025 susidoroti lengva:
3.5-(3-3)-(3-5). Vadinasi, tik paskutinj i$ skaiciy galima iSskaidyti skirtingais nevienetiniais
dauginamaisiais.

Teisingas atsakymas E.

$22. (@ 4
Zr. uzdavinio J22 sprendima.

S23. © 21

Jeigu skaiCius m baigiasi vienu i$ skaitmeny 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, tai aiSku, kad m + 3 skaitmeny suma
bus 33. Pavyzdziui, jei m = 9993 ir skaitmeny suma 30, tai skaiCiaus m + 3 = 9996 skaitmeny
suma bus 33. [ zaidima turi jsijungti devynetai. Pavyzdziui, jei m = 9939, tai pereinant prie 9940
skaitmeny suma, uzuot padidéjusi vienetu, ,krenta“ astuoniais, ir skaiciaus m +3 = 9942 ji lygi 24.
Analogiskai skaiCiaus 9399 + 3 = 9402 skaitmeny suma lygi 15, o skaiCiaus 3999 + 3 = 4002
skaitmeny suma lygi 6.

Renkamés atsakyma C.

Mes jau visai nebetoli i§samaus sprendimo. Sakykime, kad skaiCius m baigiasi 7, 8 arba 9, o
pries ji dar stovi k devynety: m = ...a999...9b, kur a # 9, 0 b =7, 8§ artba 9. Tada m 4+ 3 =
...(a 4+ 1)000...0(b —7), 0 b — 7 ir a + 1 — skaitmenys. Matome, kad skaiCiaus m + 3 skaitmeny
suma uz skaiCiaus m skaitmeny suma maZesné k - 9 — 1 +7 = 9k + 6 vienetais. Taigi skaitmeny
suma pereinant nuo m prie m + 3 gali sumazeéti 6, 15, 24, ... vienetais. Kadangi musy uzdavinyje
skaiciaus m skaitmeny suma lygi 30, tai ji gali sumaZéti 6, 15, 24 vienetais ir tapti lygi 24, 15, 6,
gali padidéti 3 vienetais ir tapti lygi 33, bet tai ir viskas — kitokia (taigi ir 21) ji buti negali.
Teisingas atsakymas C.

S24. © 10

(Plg. uZdavinio J18 sprendimg.) Mes turime buti tikri, kad tarp iStraukty rutuliy rasime 2 tokius,
kad 5 4 125k; + 5 + 125k, = 2010. Tai reiskia, kad iStrauktame skaiCiy k rinkinyje tikrai rasime
tokius ki ir kp, kuriy suma ki + k» = 16. Suskaidykime k reikSmes | 9 grupes (kai kuriose i$ ju
2 skaiciai, kai kuriose — po 1): (1, 15), (2, 14), (3, 13), (4, 12), (5, 11), (6, 10), (7,9), (8), (16).
Kol néra dviejy skaiciy i tos pacios grupés, tol jokiy dviejy skaiciy suma nebus lygi 16. Vadinasi,
net paémus 9 skaiCius, gali neatsirasti dviejy su suma 16 (pavyzdZziui, toks yra skaiCiy rinkinys 1,
2,3,4,5,6, 7,8, 16). O stai pa¢mus 10 skai¢iy, bent du i juy tikrai pateks j viena grupe, todél
duos sumg 16.

Teisingas atsakymas C.
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10

S25. 2

Pertvarkykime:
2005 — /7905 = (/2005 — V1995)(v2005 + +/1995) _ 10 10

/2005 + /1995 J2005 + /1995 a

Teisingas atsakymas B.

S26. (B) Be papildomy duomeny nustatyti nejmanoma

Nesunku suvokti, kad daug kas priklauso nuo to, ar tarp dalikliy yra lygiy skaiCiy. PavyzdZiui,
skai&ius 2 turi lygiai du daliklius. Nattiralusis skai¢ius 3* turi lygiai penkis daliklius (1, 3, 32, 33, 3%).
Ju sandauga 2-3* turi desimt dalikliy (1, 3, 32,33, 3%,2,2.3,2.32,2.33,2.3%). O tai nors skaitius
2 turi du daliklius, skaiGius 2% turi penkis daliklius (1,2,22,23,2%), bet ju sandauga 2% - 2 = 23
turi tik Sesis daliklius (1,2, 22, 23,24, 25).

Teisingas atsakymas E.

$27. @ 3

Tikriname nattraliuosius skaiCius i eilés. Vienetas turi 1 nelyginj ir O lyginiy dalikliy, santykis
% beprasmis. Dvejetas turi 1 nelyginj (1) ir 1 lygini (2) daliklj, santykis % = 1. Trejetas turi
2 nelyginius ir 0 lyginiy dalikliy, santykis % beprasmis. Skaiius 4 turi 1 nelyginj ir 2 lyginius
daliklius, santykis % (Jau mums nebejdomiis nelyginiai skaiciai.) Skaicius 6 turi 2 nelyginius (1,
3) ir 2 lyginius (2, 6) daliklius, santykis % = 1. SkaiCius 8 duoda santykj %

Renkamés atsakyma A.

Natiralusis skaiCius visada turi daliklj 1, todél n > 1. Bet naturalusis skaiCius gali neturéti lyginiy
dalikliy (jeigu jis nelyginis). Siuo atveju k = 0, ir santykis G beprasmis, todél joks atsakymas jo
reiksti negali. Vadinasi, nagrinésime tik lyginius skaicius.

Lyginis skaiius L visada turi daliklj 2. Todel jeigu imsime bet kurj nelyginj skaiciaus L daliklj p,
tai skaiCius 2p bus skaiCiaus L lyginis daliklis. Tai reiskia, kad kiekvienas lyginis skaiCius lyginiy
dalikliy turi tiek pat arba daugiau. Savo ruoZtu tai reiskia, kad visada 7 < 1 (ir atsakymai D ir E
niekada netiks).

Galvokime apie skaidinj pirminiais dauginamaisiais. Lyginius skaiCius gimdo daugikliai, lygus 2.
Sakykime, kad skaiCiaus turi tik vieng daugiklj 2, t.y. turi pavidala 2p, kur p nelyginis. Tada
kiekviena nelyginj daliklj ¢ atitinka lyginis daliklis 2¢ ir atvirksciai, kiekvieng lyginj daliklj 2¢
atitinka nelyginis daliklis . Vadinasi, kai skaidinyje vienas dvejetas, gauname 7 = 1.

Dabar sakykime, kad skaiCius yra pavidalo 4p, kur p nelyginis. Tada kiekviena nelyginj daliklj ¢
atitinka 2 lyginiai dalikliai 2¢ ir 4¢q ir atvirksciai, kiekviena pora 2¢g ir 4¢q lyginiy dalikliy atitinka
nelyginis daliklis . Vadinasi, lyginiy dalikliy yra dvigubai daugiau, % = %

Toliau jau viskas aiSku. Jeigu skaiCius yra pavidalo 8p, kur p nelyginis, tai kiekvieng nelyginj
daliklj ¢ atitinka trys lyginiai 2¢q, 4q ir 8¢. Ir atvirksCiai, kiekvieng dalikliy trejeta 2¢g, 4q, 8¢
atitinka vienas nelyginis daliklis g. Vadinasi, 3 = %

IS pavyzdziy sprendime ? jau matéme, kad taip ir yra.

Dabar visiskai aiSku, kad skaiciaus nelyginiy ir lyginiy dalikliy santykis priklauso tik nuo dvejeto
laipsnio to skaiCiaus skaidinyje pirminiais dauginamaisiais. Jei tas laipsnis lygus m, tai nelyginiy
dalikliy skaiCiaus ir lyginiy dalikliy skaiCiaus santykis lygus %
Teisingas atsakymas A.
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S28. (B) Kitas skaiCius

Tikrinkime atsakymus. Pradékime nuo 1. Atlik¢ pirmg procedira gausime 2 -1 — 1 = 1. Atlikg
antra vel gausime 2 - 1 — 1 = 1. Vadinasi, rezultaty seka bus vienetai.

Tikrinkime 2. Po pirmo Zingsnio gausime 2 -2 — 1 = 3. Po antro Zingsnio 2-3 — 1 = 5, po trecio
2.5—1=9, po ketvirto 2-9 — 1 = 17. Po kazkelinto Zingsnio turime gauti 2!%0 + 1. Tai mums
pasufleruoja, kad gautus rezultatus reikia uzraSyti iSskiriant dviejy laipsni:

3=2+41, 5=2"+1, 9=2+1, 17=2"+1, ....
Seka

2524152241520 41— ... 521041 0100
i¥ tikryju gaunama pagal salygos taisykle, pavyzdziui, 2 - (2190 + 1) — 1 = 2101 4 1. Matome, kad
pakartoje procediira 100 karty, i§ 2 gauname 2!% 4+ 1. Kadangi 3 i§ 2 gauname pirmu Zingsniu,
tai 2190 4 1 i§ 3 gauname kaip tik per 99 Zingsnius. Beje, ai¥ku, kad atsakymas 3 yra vienintelis
teisingas: jeigu pradinis skai¢ius bus maZesnis, tai ir po 99 Zingsniy rezultatas bus maZesnis, o jeigu
jis bus didesnis, tai ir po 99 Zingsniy rezultatas bus didesnis.

Bet atsakymo 3 tarp pateiktyjy néra.
Renkamés atsakyma E.

Nesunku gauti bendra formulg, t.y. pasakyti, | ka pavirs skaicius a; po n — 1 Zingsnio. Turime:
a, =2a,_1 — 1.

Atimkime po 1 i§ abiejy pusiu:
a, — 1 =2(a,_1 —1).

Dabar viskas paprasta:
ay —1=2p-1 =D =2-2ap2~ ) =---=2"a2 = ) =2"""a - 1),

todél a, = 2" (a; — 1)+ 1. Pasizitrekime, koks turi biiti a1, kad po 99 Zingsniy gautume 2100 4 1.
Tada

210 41 =29 -1 +1, 219=2%@ -1, a-1=2, q =3.

Teisingas atsakymas E.

S29. (D 120°

Pazymékime istrizainiy BD ir AC susikirtimo taska O. Kadangi AC = BC, tai ZCAB = 80°,
ZABO = Z0BC = 40°. Suzymekime brézinyje visy kampy laipsninius dydZzius, kuriuos Zinome
ar i§ karto randame. Trikampiai AO B ir DOC panasus (pagal 3 kampus), todél AO : DO = OB :
OC. Bet tada trikampiai AOD ir BOC panasus (pagal dvi krastines ir kampa tarp ju).
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Vadinasi, ZDAO = 40°, ir ieSkomasis ZBAD = 80° + 40° = 120°.
Teisingas atsakymas D.

Apibrézkime apskritima apie trikampi ABD. Jeigu taSkas C biity apskritimo iSoréje, tai i lanka AD
besiremiantis kampas AC D biity maZesnis uz 40°, o jeigu viduje — tai didesnis uz 40°. Vadinasi,
taskas C yra apskritime. Bet tada Z/DAO = ZDBC = 40°, nes remiasi | ta patj lanka CD.

Idomus toks klausimas: nejaugi negalima suskaiCiuoti visy reikalingy kampy nesiremiant panasumu
ar jbréztiniais kampais? Pasirodo, kad tai padaryti imanoma papildzius brézinj. Pratgskime BD
ir iSveskime ties¢ CE taip, kad ZDCE = 40°. Tada ZECB = 100°, ZEBC = 40°, taigi
ir ZBEC = 40°. Vadinasi, ABCE lygiasonis, ir CB = CE. Tod¢l ADCA = ADCE, ir
Z/DAC = ZDEC = 40°.

E

Galima spresti ir kitaip. ISveskime ZAC D pusiaukamping iki susikirtimo su jstrizaine B D taske F.
Kadangi ZDCF = 20°, ZCDF = 80°, tai ir ZDFC = 80°, ADCF lygiasonis, DC = CF. Todél
ABCF = AACD pagal dvi krastines ir 40° kampa tarp jy. Vadinasi, /ZDAC = ZFBC = 40°.

S30. 15

Spékime — sakykime, kad jo planuotas greitis 10 km/h. Tada didesnis greitis 15 km/h, didZiausias
20km/h. Vadinasi, jo planuotas laikas dvigubai didesnis uZ trumpiausig laikg. Taigi, trumpiausias
laikas yra 8h, o planuotas 16h. Todél kelias AB yra 160km, vidutiniu greic¢iu 15km/h jis bty
iveiktas per 11650 = % = 10% h, o tai néra 4h maZiau, kaip to reikalauja salyga.

Tikriname atsakyma B. Tada planuotas greitis 15 km/h, didesnis 20 km/h, didZiausias 25 km/h. Im-
kime patogy atstumg 300km. Tada planuotas laikas 20h, maZesnysis 15h, maZiausias 12h, ir
matome, kad visos salygos iSpildytos.

Renkamés atsakyma B.

Pazymékime suplanuotg greitj v km/h, o suplanuota laika 7. Tada kelias i§ A | B lygus vt. Jeigu
jis vaziuoty Skm/h didesniu greiCiu, tai greitis buty (v + 5) km/h, laikas r — 5 valandos, o jeigu
vaZivoty 10km/h didesniu greiciu, tai greitis buty (v 4+ 10) km/h, o laikas + — 8 valandos. Kadangi
kelias visais trimis atvejais nuvaziuojamas tas pats, tai

vt =@W4+5)@ —5) =+ 10)( —8).

IS lygties vt = (v + 5)(t — 5) turime 5t = Sv + 25, o i lygties (v + 5)(r —5) = (v + 10)(r — 8)
gauname 5t = 3v 4 55. Todel 5v + 25 = 3v + 55, 2v = 30, v = 15km/h.

Kaip visuomet tekstiniuose uzdaviniuose, atsakyma patikriname (tai jau padaryta anksciau).
Teisingas atsakymas B.



