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Pratarme

Paprastai ziurint, Kenguros konkursas téra ne ka daugiau kaip 30, o jaunesniy klasiy mo-
kiniams dar maziau (tiesa, labai nekasdieniy) matematikos uzdaviniy, susitikimas su kuriais uz
sprendéjo suolo trunka nepilnas dvi akademines valandas. Ir viskas. Tik tiek.

Paprastai ziurint, ir musy garsiausiojo alpinisto Vlado Vitkausko paskutinis metras jkopiant j
Everestg irgi susidéjo ne is simto judesiy, o kai kurie is juy gal ir apskritai tebuvo tik krusteléjimai.
Tiesa, tie krustelé¢jimai turéjo buti nezmoniskai sunkus.

Taciau kodél tiek daug zmoniy ty kopimy imasi j realius kalnus ir kodél net per 5 milijonus
vidurinés mokyklos mokiniy kasmet pavasarj kopia j Kenguros kalnelius? Kuo tie Kenguros kal-
neliai tokie patrauklus, kokios ten aukstumeélés atsiveria? Juk dabar jau nebeissisuksi burbteléjes:
jie neturi kur détis, tai ir sprendinéja visokius uzZdavinukus. Juk nepasakysi, kad milijonai taip
jau ir neturi kur détis Sitokioje pramoguy gadynéje.

Ar tik ne todél, kad tie milijonai gerai zino, jog baigiamajame kopime juy laukia, nors ir
iveikiami, bet kartu ir labai grazus, patrauklus uzdaviniai, kuriuos spresdamas gali uZsikabinti
pacia tauriausia to zodzio teikiama prasme? Kaip tai zinojo (o jei ne — tai suzinojo) per 56000
Lietuvos mokiniy, dalyvavusiy konkurse 2014 metais. Juk konkursas — it zavus tornadas (o tokiu
irgi buna) — negriaudamas supurto jtempta mokyklos dieny tékme ir pralékes palieka beveik
nematoma, bet aisky pédsaka visy susidurusiy su juo vaizduotése. Jo imi ilgétis daznai pats
to nesuvokdamas — zymia dalimi butent iS to ilgesio pamatyti paprasty, graziy bei viliojanciy
uzdaviniy ir atsiranda milijonai dalyvaujanciyjy.

75 lemtingos darbo minutés kiekvieny mety kovo ménesio treciajj ketvirtadienj vainikuoja
begale jdéty pastangy ir kruopsty triusg, nejkyriai visam iSminties trokstanciam pasauliui be
paliovos jrodydamos, kad galva lauzyti prasmingai, kad ir matematikos uzduotis besprendziant,
galima patiriant zaisminguma, spéliojimo azarta, zaibiskus, netikétus proto nusvitimus.

Nepamirskime, kad vertinami yra tik konkurso dalyviy — 1-12 klasiy kenguriuky — atsakymai,
o atsakyma kiekvienoje uzduotyje reikia pasirinkti (ir kuo grei¢iau!) is penkiy duotyjuy. Ar tikrai
teisingas tas atsakymas, kuris iS pirmo zvilgsnio atrodo labiausiai tikétinas? Ar tas uzdavinys
tikrai toks sunkus, kad verciau jj praleisti? O gal tereikia pastebéti kokig smulkmena, savaime
nekrintancig j akis, ir uzdavinys i$ karto iSsispres? Ar pasédéti prie Sio uzdavinio dar kelias
minutes? O gal verc¢iau rizikuoti ir is karto spéti labiausiai patinkantj atsakyma? Juk jei pataikysi
— priklausomai nuo uzdavinio sunkumo gausi 3, 4 ar 5 taskus, taciau jei rizika nepasiteisins ir
prasausi pro salj — bus blogiau nei jei isvis jokio atsakymo nezymeétum. Mat uz klaidingg atsakyma
iS bendros tasky sumos su Saltu buhalteriniu tikslumu atimama ketvirtis to, kas buty pridéta
atsakius teisingai. (Visgi pastebésime, kad | minusa nusiristi Kenguros konkurse nejmanoma, nes
kiekvienam mokiniui vien uz dalyvavima dosniai skiriama 30 taskuy.)

Su panasiais klausimais konkurso dalyviai susiduria daznai, nes Kenguros uzdaviniy spren-
dimai buna gana netikéti, kvieciantys sprendéjg padaryti atradimg — persokti per standartinio
mastymo barikadas. Taip kinta milijony sprendéjy poziuris i tai, kokia gi buna (Smaiksti) uzduo-
tis ir is keliy minciy bei paprasty sakiniy jau gali sukristi jos sprendimas — Stai jau, regis, net gali
atskirti, uz kuriy salygos zodziy ar skaiciy slapstosi tikrasis atsakymas.

Dabar stabtelékime akimirkai ir paklausykime keliy zodziy iS Kenguros gelmiy Lietuvoje ir
visame pasaulyje. Kas gi mums tg kasmetj viesulg siuncia?

Kaip nesunku nuspéti, konkurso idéja gimé ir labai sekmingai rutuliojosi Australijoje, o Fu-
ropoje ji émeé sklisti iS Prancuzijos. Prancuzai suteiké Kengurai ir jos dabartine organizacing is-
vaizda. Lietuvoje prie Kenguros konkurso istaky stovéjo ir labai daug nuveiké jvairios institucijos,
mokyklos ir kitos savo gyvenima Svietimui paskyrusios organizacijos bei entuziastingi pradininkai.
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Kalbant siek tiek zaismingiau, butent jy galingomis pastangomis grakstaus bei efektyvaus moky-
mo simboliu tapes gyvunas su visa savo mokslo kariauna ir buvo atviliotas ir, dristame tai sakyti
nedvejodami, negriztamai atsuoliavo pas mus bei jsikuré Nemuno zeméje.

Tarp sumaniai j Lietuva Kenguros konkursg viliojusiy institucijy pirmiausiai minétini Svie-
timo ir mokslo ministerija, Matematikos ir informatikos institutas bei Vilniaus universitetas, o
nenutylint Zmoniy pirmiausiai reikéty paminéti — ¢ia butent tas atvejis, kai nutyléti buty nepa-
doru — Lietuvos matematikos olimpiady patriarchg Juozg Juvencijy Madj bei SMM vyriausiaja
matematikos specialiste Maryte Skakauskiene.

O siaip, Kengurai nuolat musy gyvenime randantis, viskas vyksta kaip visur, kur rimtai
dirbama. Ir Kenguros ratas sukasi kiaurus metus — net vasaromis, kai, atrodyty, tik atostogos,
geriausiai konkurse pasirodziusieji mokiniai kvie¢iami j stovyklas, kur gali dalyvauti tiek spor-
tiniuose, tiek kengurinivose (matematiskai sportiniuose), tiek kituose smagiuose renginiuose. O
rudenj ekspertai, suvaziave is viso pasaulio, renka uzdavinius konkursui, per ziema jie verc¢iami j
desimtis kalby, adaptuojami ir pritaikomi taip, jog kartais atrodo, kad jie sugalvoti kaimyniniame
miestelyje. Vien Lietuvoje Kengura kalba keturiomis pagrindinémis kalbomis: lietuviy, lenky,
rusy ir angly.

Tik taip, nepastebimai bei nenuleidziant ranky, ir gali uzgimti konkursas, keic¢iantis jo dalyviy
poziurj i matematika. Tik tai ir teparodo, kaip moderniam zmogui duoti deramg pasirengima dar
modernesnei mus uzgriunanciai ateiciai, j kurig jam lemta Zengti.

Sis kelias neisvengiamas — juo teks eiti. Eiti bus idomu, kartais Siek tiek baugu, gal net sunku
— bet jo vingiai jveikiami, o ji pasirinkusiyjy uzmojai stebinantys.

Kas gi misy laukia kelionéje? Sioje knygeléje pateikti konkurso uzdaviniai, pro kuriuos 2014
mety kovo 20 diena keliavo ir gausiai sprendé 11-12 klasiu (Senjoro amziaus grupé) mokiniai.
Be to, norintieji pasitikrinti, ar jie tikrai gerai sprendé, panudusieji pasiziuréti, kaip dar galima
spresti siuos uzdavinius arba kaip juos pajégia spresti ju pateikéjai, knygeléje ras ir visy uzdaviniy
atsakymus su sprendimais.

Kaip jau seniai visi zino, norint rasti ar pasirinkti teisinga atsakyma is penkiy duotyjy, ne
visada butina grieztai iSspresti uzdavinj ar kaip kitaip perkratyti visa pasaulio iSmintj, todél ir
knygeléje pateikiami kai kuriy uzdaviniy ne tik griezti matematiniai sprendimai (jie zymimi Zenklu
1), bet ir ju kenguriniai sprendimai, paaiskinantys, kaip nusigauti iki teisingo atsakymo, uzdavinio
iki galo taip ir neissprendus (tokie sprendimai-nusigavimai pazyméti zenklu 7). Kai vienokiy ar
kitokiy sprendimo budy yra daugiau nei vienas, jie zymimi zenklais 7?7, !!. !l ir pan. Nors
konkurse-zaidime pakanka klaustuku pazyméto sprendimo, tikimés, kad matematikos galvosukiy
sportu uzsikrétusiam skaitytojui nebus svetimas ir azartas iSsiaiskinti viska iki galo bei pereiti
uzdavinio lynu be penkiy atsakymuy apsaugos.

Tad kvieciame keliauti ir pavaikstinéti juo kartu su Kengura — iSméginti turimas jégas bei
zadinti savo kurybines galias, kuriy jus, mielas skaitytojau, Sitiek daug turite!

Aivaras Novikas
Romualdas Kasuba



Senjoras, 11 klasé, 50 geriausiyjy

Vadovaujantis 2018 m. geguzés 25 d. jsigaliojusiu Europos Sajungos bendruoju
duomeny apsaugos reglamentu, asmeniniai mokiniy rezultatai nebeskelbiami.
Dékojame uz supratinguma.

Konkurso organizatoriai



Senjoras, 12 klasé, 50 geriausiyjy

Vadovaujantis 2018 m. geguzés 25 d. jsigaliojusiu Europos Sajungos bendruoju
duomeny apsaugos reglamentu, asmeniniai mokiniy rezultatai nebeskelbiami.
Dékojame uz supratinguma.

Konkurso organizatoriai



Tarptautinis matematikos konkursas
KENGURA

Dalyvio kortelé

KAIP UZPILDYTI DALYVIO KORTELE

TEISINGAS KORTELES UZPILDYMAS YRA TESTO DALIS!

1. Kortele pildykite pieStuku.
2. Jei zymédami suklydote, ISTRINKITE Zyméjima trintuku ir Zymékite dar kartg.
3. Nurodytoje vietoje jrasykite savo mokyklos Sifrg (jj Jums pasakys mokytojas) ir pavadinimg.

4. Kryzeliu atitinkamuose langeliuose pazymékite, kuria kalba ir kurioje klasé€je mokotés (gimnazijos klasés - G1, ..., G4).

5. Zemiau nurodytoje vietoje didZiosiomis spausdintinémis raidémis jradykite savo vardg ir pavarde.

Pavyzdys: Pavarde P A V A R D E N | S

6. ISsprende testo uzdavinj, nurodytoje Sios kortelés vietoje pazymékite tik vieng pasirinktg atsakyma.

Zyméjimo kryZeliu pavyzdys: R/

ATSAKYMUY DALIS

Mokyklos $ifras Mokyklos pavadinimas

Kalba

Lietuviy ]

Lenky O] Nykstukas Mazylis Biciulis Kadetas Junioras Senjoras
Rusy O Klasé 1 2 3 4 5 6 7 8 9(G1) 10(G2) | 11(G3) 12(G4)
Angly O 0 O 0 o 0 o 0 o 0 o 0 o
Vardas

Pavarde

Uzdaviniy atsakymai

A B C D E A B C D E A B C D E A B C D E A B C D E
1oy g0 spgggoo »»goodg 2sggooof
2 Qg ng s QU0 22000400 2200000
sygouoogo o gbouoon sgodubd apgguood 00000
sJoOgoo oo gdg w04 200000 200000
sygUOoOogo angpogdgoo vOgodubdo 30g0o0d 200000
e U0d 20000 g0 2000400 sedgooof
PASTABOS

1. Uz teisingg atsakyma skiriami visi uzdavinio taskai. Uz nenurodytg atsakyma skiriama 0 tasky, o klaidingas
atsakymas vertinamas minus 25% uzdavinio tasky.
2. KORTELES NEGALIMA LANKSTYTI IR GLAMZYTI.

3. Atlike uzduotj, konkurso organizatoriams grazinkite tik $ig kortele. Saglygy lapelis ir sprendimai lieka Jums.

Automatinis apdorojimas, Nacionalinis egzaminy centras, 2013



2014 m. Senjoro uzduociy salygos

Klausimai po 3 taskus

1. Kubas sudarytas iS 5 x 5 x 5 vienody kubeliy. ISémus dalj kubeliy, gauta
nauja figura — vienodi stulpeliai ant bendro pagrindo (zr. pav.). Kiek
kubeliy pasalinta?

A)56 B)60 C)64 D)68 E)&0

2. Siandien Ignas, Agné ir Ugné §vendia savo gimtadienius. Jy amziy suma yra 44 metai. Kokia
bus jy amziy (metais) suma kita karta, kai tos sumos skaitmenys ir vél sutaps?

A)55 B)66 C)77 D)8 E)99

3. Jei a® = 1, tai kam lygu a7
A): B)8 C)-8 D)6 E);

4. Trijose skirtingo dydzio pintinése guli i$ viso 48 siuly kamuoliai. Mazojoje ir didziojoje pintinése
kartu sudéjus yra dvigubai daugiau kamuoliy nei vidutinéje. Mazojoje pintinéje kamuoliy
perpus maziau nei vidutingje. Kiek siuly kamuoliy didziojoje pintinéje?

A)16 B)20 C)24 D)30 E)32

92014 __ 92013

5. Raskite trupmenos reiksme.

22013 _ 22012
A) 22011 B) 22012 C) 22013 D) 1 E) 2

6. Teiginys , Kiekvienas iSsprendé daugiau kaip 20 uzdaviniy“ klaidingas. Tai reiskia, kad teisin-
gas toks priesingas teiginys:
A) Niekas neissprendé daugiau kaip 20 uzdaviniy
B) Kazkas iSsprendé maziau kaip 21 uzdavinj
C) Kiekvienas iSsprendé maziau kaip 21 uzdavinj
D) Kazkas issprendé lygiai 20 uzdaviniy
E) Kazkas issprendé daugiau kaip 20 uzdaviniy

7. Keliy skaitmeny skai¢ius yra sandauga (2%2) - (5°9)2?
A)22 B)55 C)77 D)110 E) 111

8. Dvi priesingos kvadrato virsunés yra Oz asies taskai (—1;0) ir (5;0). Kuris taskas taip pat
yra Sio kvadrato virsuné?
A) (20) B)(2;3) C)(%-6) D) (3;5) E)(3;-1)
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9. Kurio is siy daugianariy skaidinyje niekada nebus dvinario x + 17
A) 22 +3x+2 B)at—22 C)222+3z+1 D) —-22+3z+4 E)2*+=x

10. Siemet metus Zyminéio skai¢iaus 2014 visi skaitmenys skirtingi ir paskutinis skaitmuo didesnis
uz kity trijy skaitmeny suma. Pries kiek mety taip buvo nutike paskutinj kartg?
A)5 B)215 C)305 D)395 E)485

Klausimai po 4 taskus

11. Dézé yra staciakampis gretasienis a X b X ¢, kurio krastinés nelygios: a < b < c¢. Padidinus
vieng is dézeés krastiniy a, b arba c¢ teigiamu skai¢iumi d, turis padidés. Kuriuo atveju deézés
turis padidés labiausiai?

A) Padidinus a B) Padidinus b C) Padidinus ¢
D) Taris padidés tiek pat kiekvienu atveju E) Tai priklauso nuo a, b, ¢, d reiksmiy

12. Keturios komandos A, B, C ir D dalyvavo futbolo varzybose. Uz pergale kiekvienose rungty-
nése skiriami 3 taskai, uz pralaiméjimg — 0 tasky, o lygiosiomis suzaidusios komandos gauna
po 1 taska. Kiekviena komanda suzaidé po trejas rungtynes (po vienerias su kiekviena kita
komanda). Komanda A surinko 7 taskus, o komandos B ir C' — po 4. Kiek tasky surinko
komanda D?

A0 B)1 C)2 D)3 E)4

13. Koncentrisky apskritimy spinduliy santykis yra 1:3 (Zr. pav.).
AC yra didziojo apskritimo skersmuo, styga BC' lie¢ia mazaji ap- A /\ 8.
skritima, AB = 12. Raskite didziojo apskritimo spindulj.
A)13 B)18 C)21 D)24 E)26

B

. . o ) . S |
14. Kiek naturaliyjy skaiciy trejety (a, b, ¢) tenkina nelygybes a > b >c¢ > 11ir - + 3 + 2 > 17
A)0 B)1 C)2 D)3 E) Begalodaug

15. Realieji skaiciai a, b, ¢ nelygus nuliui. Lukas sugalvojo tokj naturalyjj skaic¢iy n, kad skaiciai
(—2)2n3g2nt2p2n=13nt2 hej (—3)2nt2gdntlp2nt5e3n=4 hity to paties zenklo. Tai reiskia, kad
neabejotinai galioja tokia nelygybé:

A)a>0 B)b>0 C)c>0 D)a<0 E)b<O0

16. Sesiose savaitése yra n! sekundziy. Raskite n.
A)6 B)7 C)8 D)10 E)I12
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17.

18.

19.

20.

Kubo virsunés sunumeruotos nuo 1-os iki 8-os (zr. pav.). Bet kurios sienos
virsunese jrasyty skaic¢iy suma yra ta pati. Raskite z. :
A)2 B)3 C)5 D)7 E)8 |

Surelio ,,Kenguriukas“ pakuoté informuoja: ,Riebaly kiekis 24%, riebaly kiekis sausoje maséje
64%". Kurig surelio dalj sudaro vanduo?

A) 88% B)625% C)49% D)42% E) 37.5%

Tiesé | eina per staciakampio virSune A (zr. pav.). Atstumas nuo virsunés C iki [ yra 2,
atstumas nuo virsunés D iki [ yra 6. Be to, AD = 2AB. Raskite AD.
[
B N C
\
\
\
\
\
\
\
A D

A)10 B)12 C)14 D)16 E)4V3

Tiesiné funkcija f(x) = ax + b tenkina lygybes f(f(f(1))) =29 ir f(f(f(0))) = 2. Raskite a.
A)l B)2 C)3 D)4 E)5

Klausimai po 5 taskus

21.

22.

23.

Plebéjas Decijus liepé savo sunums istirti 10 skirtingy naturaliyjy skaic¢iy daluma. Kvintui
patiko, kad lygiai 5 iS ty skaic¢iy dalijasi iS 5. Septimas nustate, kad lygiai 7 i juy dalijasi iS
7. O mazasis Maksencijus jsiminé tik didziausia skaiciy M. Kokia yra maziausia galima M
reiksme?

A)105 B)77 C)75 D)63 E) Kitas skaicius

S T R
Staciakampio PQRS krastine RS taskas T dalija pusiau. Atkarpos
QT ir PR statmenos (7r. pav.). Raskite PQ : QR.
A)2:1 B)v3:1 C)3:2 D)v2:1 E)5:4

P Q

Sukcius pardavéjas parduoda 9 auksines kenguros statuléles. Kai kurios statulélés tik paauk-
suotos. Pardavéjas zino: atsitiktinai renkantis tris statuléles, tikimybeé, kad né viena is jy

nebus auksine, lygi % Kelios statuléles suklastotos?
Ayl B)3 C)5 D)6 E)8
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SALYGOS

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Kvadrato virsunés priklauso tarpusavyje besilieciantiems vie-
netinio spindulio apskritimams ir tiesei (zr. pav.). Koks yra
kvadrato krastines ilgis?

A)3 B): O D); E)

1
2

Skirtingy naturaliyjy skaic¢iy, ne didesniy kaip 100, sandauga nesidalija is 54. Kiek daugiausiai
skaiciy galéjo buti sudauginta?

A)8 B)17 C)68 D)69 E)90

Du taisyklingieji daugiakampiai, 15-kampis ABC'D ... ir n-kampis ABZY ..., turi bendra
krasting AB ir yra skirtingose jos pusése. Be to, AB = C'Z = 1. Raskite n.
A)10 B)12 C)15 D)16 E) 18

Lygybése k = /2014 + m = /1024+1 skaic¢iai k, m, n yra natiiralieji. Kiek skirtingy reiksmiy
gali jgyti skaicius m?
A)0 B)1 C)2 D)3 E) Begalodaug

Sujungus kubo briauny vidurio taskus gautas erdvinis daugiakampis
(7r. pav.). Daugiakampio kampais laikomi kampai, kuriuos sudaro jo
gretimos krastinés. Kam lygi sio daugiakampio kampy suma?

A) 720° B) 1080° C) 1200° D) 1440° E) 1800°

Funkcija f : Z — 7Z tenkina lygybes f(4) = 6 ir xf(x) = (x — 3) f(x + 1) bet kuriai sveikajai =
reikimei. Raskite f(4)f(7)£(10)... f(2011)f(2014).
A) 2013 B)2014 C)2013-2014 D) 20131 E) 2014!

Stebuklingoje saloje gyveno 17 oziy, 55 vilkai ir 6 liutai. Vilkai éda ozius, o liutai — tiek vilkus,
tiek ozius. Taciau ozj suedes littas virsta vilku, ozj suédes vilkas — liutu, o vilkg suédes liutas
— oziu. Po kurio laiko saloje like gyvunai jau nebegaléjo ésti vienas kito. Kiek daugiausiai
gyvuny galéjo likti saloje?

Ayl B)6 C)17 D)23 E)35



Senjoro uzduociy sprendimai

1. (C) 64

! Nepulkime i$ karto skai¢iuoti, kiek kubeliy pasalinta, nes paveikslélyje lengviau pamatyti, kiek
ju liko. Pradzioje kubeliy buvo 5% = 125. O liko pagrindas 5 x 5 bei 9 stulpeliai po 4 kubelius.
Taigi liko 52 +9-4 = 25+ 36 = 61 kubelis. Vadinasi, buvo pasalinti 125 — 61 = 64 kubeliai.

2. (C) 77

! Nors galbit i§ karto atrodo, kad atsakymas yra 55, neskubékime. Kasmet kiekvieno Zzmogaus
amzius padidéja 1 metais, todél triju amziy suma padidés 3 metais. Po mety amziy suma bus
47, o ne 45. Kai kurie skaiciai (pvz., 45 ir 46) negalimi. Dvieju sumy skirtumas turi buti 3,
6, 9, 12 ir t. t. Jis turi buti skaic¢iaus 3 kartotinis. Skirtumai 55 — 44 = 11 ir 66 — 44 = 22
negalimi. O maziausias i$ likusiy skaiciy 77 yra galimas, tokig amziy sumg gausime po 11
mety: 4443 -11 = 77.

3. B) 8

! Prisiminkime, kas nutinka keliant skai¢iy laipsniu du kartus: (zV)* = 2%*. Vieng reigkinj
isreikskime per kita ir suprastinkime:

4. (C) 24

! Galima buty kamuoliy skai¢ius pintinése pasizymeéti raidémis ir sudaryti nesudétingg trijy
tiesiniy lygciy sistema. Bet ir tai nebutina. Jei dvi dalys visy 48 kamuoliy yra didziojoje ir
mazojoje pintinése ir viena vidutingje (viena is triju!), tai vidutinéje yra trec¢dalis visy kamuoliy,
t. y. 48 : 3 = 16 kamuoliy. Mazojoje pintinéje ju perpus maziau: 16 : 2 = 8. Todél didziojoje
pintinéje yra 48 — 16 — 8 = 24 kamuoliai.

13
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5. (E) 2
Pastebékime, kad
914 _ 92013 _ 92013(92014-2013 _ 1y _ 920139 _ 1) — 92013

Analogiskai galime rasti ir apatinj skirtuma. Bet jj suskaiciuosime kiek kitaip atlikdami veiks-

mus:
22013 . 22012 =9. 22012 . 22012 — 22012 4 22012 . 22012 — 22012.

Taigi ieskoma reiksme lygi

22014 _ 22013 22013

_ 92013-2012 _ o
92013 _ 92012 o 92012 o e

6. Kazkas iSsprendé maziau kaip 21 uzdavinj

Teiginys E net nepriestarauja duotajam, todél, Zinoma, néra priesingas. Kiti teiginiai duotajam
priestarauja, taciau priesingas téra vienas iS jyu — tas, kuris tik paneigia duotajj, bet nieko
daugiau nei tas paneigimas nepasako. Juk kitaip nebuty galima sakyti , Tai reiskia, kad...“

Jei kazkas vienas iSsprendé 21 uzdavinj, o visi kiti po lygiai 19 uzdaviniy, tai bus klaidin-
gas tiek duotasis teiginys, tiek teiginiai A, C, D. Vadinasi, Sie teiginiai priestarauja ne vien
duotajam, bet paneigia ir tam tikry kity situacijy galimybe. Jie néra priesingi.

Duotasis teiginys ir teiginys B priesingi. Jie priestarauja vienas kitam, ir jei klaidingas
vienas, tai neiSvengiamai teisingas kitas: arba visi sprendusieji pasizymi tam tikra savybe
(issprendé daugiau kaip 21 uzdavinj), arba kazkas ja nepasizymi (tiek uzdaviniy neissprendé,
t.y. iSsprendé maziau kaip 21 uzdavinj).

7. (B) 111

Prisiminkime, kas nutinka keliant skai¢iy laipsniu du kartus: (z¥)* = z¥*. Tuo remdamiesi
pertvarkome sandauga:

(222)7 . (5%%)2 = 2225 . 5552 — 910 5110 _ (9 5)110 _ (110,

Skaic¢iy 10MY sudaro skaitmenys: vienas vienetas ir tiek nuliy, kokiu laipsniu pakeltas skaic¢ius
10, t. y. 110 nuliy. IS viso gauname 1+ 110 = 111 skaitmenuy.
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8. (B) (2:3) ,

! Turime vienos i§ kvadrato jstrizainiy galus. Neverta nagri- 3
néti kvadrato krastiniy, jy padéties ar ilgiy. Pakaks ir jo
istrizainiy. Raskime kvadrato centra, dalijantj abi jstrizaines

pusiau. Kadangi duotieji jstrizainés galai yra Ox asyje, tai ir 1 3
centras bus joje, per vidurj tarp ty galy. Jo x koordinaté lygi / ‘ 3 _
atitinkamy koordinaciy vidurkiui # = 2. Turime taska _1\0 i M 5 X
M (2;0). 3

Viena jstrizainé yra Ox asyje, horizontali. Kita yra jai
statmena, todeél vertikali, lygiagreti Oy asiai. Vertikalioje 34
tieséje esantys taskai turi ta pacig x koordinate. Ieskomos
kitos dvi kvadrato virsunés bus vienoje tokioje tieséje su tasku M ir todél turés pavidala (2;7).
Desinés virsunés atstumas iki centro lygus 5 — 2 = 3 (Zr. pav.) Visy virSuniy atstumas iki
kvadrato centro turi buti toks pats. Tasko, iskilusio virs Ox asies per 3, y koordinateé lygi 3, o
jam simetrisko, esancio po asimi, turi buti lygi —3. Gauname virsunes (2;3) ir (2; —3). Tarp
atsakymy randame pirmaja is ju.

9. @ 3+

? Jei daugianariui ¢ galioja lygybé q(z) = (z + 1) - p(z), tai i ja isistate z = —1, gausime,
kad ¢(—1) = 0-p(—1) = 0. Patikrinkime, ar pateikti atsakymai pasizymi Sia savybe. Ja
nepasizymi atsakymas E: 23 +x = (—1)3+ (—1) = —2 # 0. Vadinasi, Sio daugianario reikiamu

budu neisskaidysime.
Zinoma, atsakymo E teisinguma galima nuspéti ir i$ karto: 2°+x = x(2? +1) turi dalytis
i x+1, bet intuityviai aiSku, kad 22+ 1 (kitaip nei 2 —1), o tuo labiau x i§ z + 1 nesidalija.

! Patikrinkime, kad daugianariai A-D gali buti isskaidyti reikiamu budu. Trys i$ jy yra kvad-
ratiniai trinariai, todél galime rasti juy Saknis ir iSskaidyti trinarius j tiesinius daugiklius.

A) Trinaris turi Saknis —1 ir —2, todeél iSsiskaido reikiamu budu x? + 3z + 2 =
=(x—(=1))(x = (-2)) = (. + 1)(x + 2). Taigi p(x) =x + 2 (zr. ? dalj).

B) Siuo atveju daugianaris nekvadratinis, bet iSskaidyti jj visai lengva: z*—2? = 2%(2%—1) =
= 2%(x — 1)(z + 1). Taigi p(x) = 2*(x — 1) = 2% — 2°.

C) Trinaris turi Saknis —1 ir —3, todél iSsiskaido reikiamu budu 22? + 3z + 1 =
=2(z— (-1))(z — (—3)) =2(z + 1)(z + 3). Taigi p(z) =2(z + 3) =2z + 1.

D) Trinaris turi Saknis —1 ir 4, todel issiskaido reikiamu budu —z? + 3z + 4 =
=—(z—(-1)(z—4) = —(x+1)(x —4). Taigi p(x) = —(x — 4) = —z + 4.

Beje, pastebesime, kad visy sakny ir paciy isskaidymy buty galima neieskoti, Zinant tokj
fakta: bet kuris daugianaris, turintis Ssaknj a, dalijasi i x — a. Daugianariai A-D turi saknj
—1, t. y. igyja reiksme 0, kai x = —1, todél iS x + 1 privalo dalytis, o dalmuo kiekvienu atveju
buty p(x).
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10. (C) 305

? Tikrinkime atsakymus nuo maziausio.

A 2014 — 5 = 2009 netinka, nes sutampa du skaitmenys 0, o turi buti skirtingi.
B 2014 — 215 = 1799 netinka, nes ir vél du skaitmenys 9 sutampa.

C 2014 — 305 = 1709 tinka, nes Sio mety skaic¢iaus visi skaitmenys skirtingi ir 1+7+0 < 9.

Kiti du atsakymai mums jau gali nerupéti. Net jei gautume tinkamus mety skaicius, tai
buty metai, ankstesni nei 1709-ieji, todél niekaip negaléty buti metais, kai uzdavinio salyga
buvo tenkinama paskutinj karta pries 2014-uosius.

! Irodysime, kad po 1709 mety uZzdavinio salyga nebuvo tenkinama iki pat 2014 mety. Perrin-
kime skaic¢ius nuo didziausio.

o Skaiciai 2013, 2012, 2011, 2010 netinka, nes jy paskutinis skaitmuo ne didesnis nei kity
trijy skaitmeny suma.

« Skaiciai 2009, 2008, ..., 2000 netinka, nes sutampa jy antras ir trecias skaitmenys.

o Skaiciai 1999, 1998, ...,1800 netinka, nes ju pirmuyju trijy skaitmeny suma ne mazesné
nei 1 +8 40 =9, todél ketvirtasis skaitmuo, mazesnis nei 10, ne didesnis nei $i suma.

o Skaiciai 1799,1798,...,1710 netinka, nes jy pirmyjy trijy skaitmeny suma ir vél ne
mazesneé nei 1 + 7+ 1 =9, todél ketvirtasis skaitmuo ir vél ne didesnis nei $i suma.

Taip sustojame ties skaiciumi 1709, kai trijy skaitmeny suma pagaliau sumazéja iki 8, o
paskutinis skaitmuo pasoka iki 9.

11. (A) Padidinus a

-

Pradinis dézés turis lygus abe. Padidinus a, turis bus (a + d)bc = abe + dbe. Jis padidés
abc + dbc — abc = dbe. Kitais dviem atvejais analogiskai gauname turio pokycius dac ir dab.
Pazyméje dabc = P, tuos pokycius galime uzrasyti taip: dbc = dabc/a = P/a, dac = dabe/b =
P/b, dab = dabc/c = P/c. Kadangi a < b < ¢, tai su bet kokia (teigiama) P reikSme turime
1/a > 1/b > 1/cir P/a > P/b > P/c. Matome, kad didziausias turio pokytis visada bus
P/a = dbc, gaunamas padidinus a.

(Zinoma, turio pokycius buvo galima palyginti ir tiesiogiai. Pvz., dbc > dac, nes b > a ir
todel b- de > a - de.)
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12. B) 1

Nesunku nuspéti, kad komandy taskai, gauti atskirose rungtynése, pasiskirsto taip: 7 = 3+3+1
(komanda A) ir 4 = 34+ 1+ 0 (komandos B ir C'). Nesunku sugalvoti ir varzybu rezultaty
lentele, atitinkancig tokj tasky pasiskirstyma. Tarkime, A su B suzaidé rezultatu 3 : 0, A su
C—-3:0,BsuC —1:1. Komandos D rezultatai nustatomi vienareikSmiskai. Komanda A
turi pelnyti dar 1 taska, o komandos B ir C' — po 3. Todél komandos suzaidé taip: A su D —
1:1,BsuD—-3:0,CsuD —3:0. Komanda D pelné 1+ 04 0 =1 taska.

Kad uzdavinio situacija galima, jau jsitikinome ? dalyje. Mums belieka jrodyti, kad kitokio
rezultato nei 1 taskas komanda D negaléjo pasiekti.

Komanda A, gavusi 7 taskus, laiméjo bent 2 i$ savo 3 rungtyniy. Juk kitaip ji buty gavusi
3 taskus uz daugiausiai vienerias rungtynes, o kitose 2 rungtynése — daugiausiai po 1 taska.
Tad i8 viso — daugiausiai 3+ 1 + 1 = 5 taskus, o ne 7. Komandos A taskai, gauti uz atskiras
rungtynes, pasiskirsto taip: 7 = 3 + 3+7. Zinoma, ? = 1.

Panasiai mastykime apie komandas B ir C. Jei kuri viena i$ jy nebuty laiméjusi né
vieny rungtyniy (visas rungtynes suzaidusi geriausiu atveju lygiosiomis), tai gauty daugiausiai
1+ 141 =3 taskus. Todél 4 taskai pasiskirsto taip: 4 = 3+7+7 ir 7+7 = 1. NeisSvengiamai
turime isskaidymag 4 =3 + 1 4 0.

Jei uzsirasysime kiekvienos komandos kiekvieny rungtyniy rezultata, gausime tokius skai-
¢ius: 3, 3,1 (A), 3,1,0(B),3,1,0 (C), 7, 7,7 (D). Nezinome, kaip zaidé D, bet galime
nustatyti, remdamiesi zinomais rezultatais. Kiekvienose rungtynése komandos gauna 3 ir 0
tasky arba 1 ir 1 taskg. Tad rezultaty aibéje trejety ir nuliy turi buti po lygiai, o vienety —
lyginis skaic¢ius. Jau turime 4 trejetus ir tik 2 nulius, todél turi buti dar 2 nuliai. O vienety
turime 3, todél turi buti dar bent vienas. Vadinasi, komandos D pelnyti taskai yra 0, 0 ir 1.
Ji surinko 0 +0 4+ 1 =1 taska.

13. B) 18

! Jei jau brézinyje turime apskritimo liestine, tai bandykime

pasinaudoti jos statmenumu apskritimo spinduliui, kurj pa-

zymékime OD (zr. pav.).
Svarbiausias désningumas, kurj reikia pastebéti, yra tas, A @ C
kad duoto ilgio atkarpa AB taip pat statmena tai paciai lies- \ 0
tinei BC'. Kampas ABC' yra statusis, nes remiasi j didziojo O
apskritimo 180° lanka (pusapskritimj, atskirta skersmens). B

Du staciuosius kampus nesunku ir tiesiog nuspéti iS brézinio.

Taigi atkarpos AB ir OD abi statmenos skersmeniui. O tai reiskia, kad trikampiai ABC'
ir ODC' panasus kaip turintys lygius kampus (kampas AC' B bendras, du kampai status, tad
ir like du kampai turi buti lygus: ZCAB = 90° — ZACB = ZCOD). Panasumo koeficientas
lygus g—g = % = % (skersmuo C'A lygus dvigubam spinduliui CO).

Sio panasumo uztenka, kad i$ karto rastume mazojo apskritimo spindulj: OD = %AB =
% - 12 = 6. Belieka prisiminti dar nepanaudota santykj 1 : 3. Didziojo apskritimo spindulys

trigubai ilgesnis ir lygus 6 - 3 = 18.
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14. (C) 2

Aisku, kad jei a, b, c pakankamai dideli, tai reiskinio é + % + % reikSmeé bus maza, o mums rupi,
kad ji buty didesné uz 1. Bandykime statytis kuo mazesnes a, b ir ¢ reikSmes. Taip nesunkiai
gausime trejetus (4, 3,2) ir (5,3, 2):

1 6+10+15 31

. LAY
30 30

N
w
[a—y
[\
[S—y
[N}
W

1
1t3te= g mp Tl rosd

Jeic=2b=31ira > 6, taii+%+% < %4—%—1—%: % = 1. Todél Sios reikSmeés
netinka. Meégindami padidinti b arba ¢ nieko gero negausime. Bandykime jrodyti, kad Sie
skaiciai ir negali buti didesni.

Duota, kad ¢ > 2. Jeicz3,taibz4,a251ré+%+
Vadinasi, mums tinka tik ¢ = 2.

Kadangi b > ¢, tai b > 3. Jeib24,taia25ir%+%—l—
Vadinasi, mums tinka tik b = 3.

o=

1 1 1 1 1 1 _
<§+Z+§<§+§+§*1~

oI

1,01, 1 _ 1,1 41_
§5+1+§<Z+1+5_1‘

Visus atvejus, kai ¢ = 2 ir b = 3 (ir todél a > 4) iSnagrinéjome pacioje pradzioje. Taigi
tie du trejetai, kuriuos radome, yra vieninteliai galimi.

15. D) a<0

Duoti reiskiniai sudétingi, tac¢iau mums terupi juy zenklai. ReiSkiniuose matome lyginius ir
nelyginius laipsnius. Keliant skai¢iy lyginiu laipsniu gaunamas teigiamas skaic¢ius, o nelygi-
niu — to paties Zenklo skai¢ius kaip pradinis. Todél reigkinj (—2)**F3¢?" 2213742 galime
pakeisti paprastesniu reikiniu —2bc®", o reiskinj (—3)2"F2ginF1p2n 53t — reiskiniu abc™.
Zenklai nuo to nepasikeis. I tiesy nelyginj laipsnj (—2) galime pakeisti paciu skai¢iumi
—2, lyginj laipsnj a®**2 igvis pasalinti kaip teigiama skai¢iy, ir t. t. Skai¢iy ¢ +? 3n

=P ir
32 = 3. ¢ Zenklai sutaps su ¢3" zenklu.

2n+3

Reiskiniy —2bc®" = (—2) - bc® ir a - bc®™ Zenklai sutaps tada ir tik tada, kai sutaps —2 ir
a zenklai, t. y. kai a yra neigiamas (a < 0, kaip nurodyta atsakyme D). Pastebékime, kad b
ir ¢ gali buti bet kokie, todél kiti atsakymai negali buti teisingi.

Atsakyma galima rasti nagrinéjant tik vieng reiskinj vietoj dviejy. Juk du skaiciai bus to paties
zenklo tada ir tik tada, kai jy sandauga teigiama. Taigi mums duota, kad

(_2)2n+3a2n+2b2n—103n+2 . (_3)2n+2a4n+1b2n+563n—4 —
— (_2)2n+3(_3)2n+2a6n+3b4n+4c6n—2 — ((_2)n+1 (_3)n+1a3n+1b2n+2c3n—1)2 . (—2@)

yra teigiamas skacius, t. y. kad —2a > 0 ir a < 0.
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16. (D) 10

6 savaitése yra 6-7 dieny, 6-7-24 valandy, 6-7-24-60 minuciy ir 6-7-24-60-60 = n! =1-2-...-n
sekundziy.
Matome, kad n! dalijasi i 60? = 5% - 122, bet nesidalija i$ 11. Jei n < 10, tai n! dalijasi i3

5, bet kito skaiciaus, dalaus i$ 5 (10 ar didesnio), sandaugoje 1 -2 - ... n néra ir ji nesidalija
i 52. Jei n > 10, tai sandaugoje 1-2-...-n yra skaic¢ius 11. Vadinasi, n = 10.
Skaiciy 6-7-24-60-60 =n! =1-2-...-nis eilés dalykime is 1, 2, 3 ir t. t., kol gausime

dalmenj 1. Paskutinis skaicius, i$ kurio padalysime, bus n.

Po pirmy 7 veiksmy gausime

6-7-24-60-60  24-60-60 24-60-60 6060
1-2-3-4-5-6-7 2-3-4-5  24.5 5

Toliau gauname 720 : 8 = 90 ir 90 : 9 = 10. Vadinasi, 6-7-24-60-60 = 1-2-...-7-8-9-10 = 10!

= 1260 = 720.

17. (A) 2

Nezinomus skaiCius pazymékime y, z,t, u (Zr. pav.).

Yy T

Nagrinékime tas sienas, kuriy skaic¢iy sumas sulyginus ir lygybe suprastinus lieka x ir kuo
maziau kity nezinomy skaic¢iy. Naudinga $i lygybé: 14+4+ 24+t = v+ y+ 2 +t. Suprastinkime
ja: x +y = 5. Koks gali buti 27 Reiksmés x > 5 per didelés, o skaiciai 1 ir 4 jau panaudoti.
Todél x = 2 arba z = 3.

Uzrasykime dar vieng panasia lygybe: 1 +6+4+u=x+z2+4+uarbhax+2=7. Jei
r =3, tai z =7—x =4, bet §i reikSmé jau panaudota. Vadinasi, x = 2.

Nors to neprasoma, baikime spresti uzdavinj rasdami visus nezinomuosius ir tuo jrodyda-
mi, kad kubo virsunes jmanoma sunumeruoti nurodytu buduw: y =5—-x =3, 2=7—x = 5.
Kadangi 1+6+y+t=1+64+4+u, tait =u -+ 1. Lieka reikSmés 7 ir 8, tad t =8 ir u = 7.
Kiekvienos sienos skaic¢iy suma lygi 18.

Pastebésime, kad kaip benumeruotume virsunes (net nepaisydami paveikslélio) kitos su-
mos niekaip negautume, nes dviguba tokia suma turi buti lygi dviejy priesingy sieny visy
virsuniy skaic¢iy sumai, t. y. visy 8 skirtingy skaic¢iy sumai 1+2+34+4+5+6+7+8 = 36.
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18. 62,5%

Laikykime, kad turime surelio kiekj a (ar gramu, ar kilogramuy, ar kubiniy metry visai nesvarbu;
net galétume i$ karto imti @ = 1 — bet koks surelio kiekio vienetas). Riebaly kiekis jame yra
0,24a. Tarkime, vandens kiekis jame yra za, t. y. vanduo sudaro x-aja surelio dalj. Sausos
surelio masés kiekis bus a —xa = (1 —x)a. Riebaly kiekis joje bus 0,64(1 — z)a. Taciau riebaly
kiekis surelyje nesikeicia: 0,24a = 0,64(1 — z)a. ISprastinkime a ir raskime :

0,24 = 0,64(1 — z) = 0,64 — 0,64,

0,64x = 0,64 — 0,24 = 0,4,

04 40 5

T 064 64 8

Vandens dalis surelyje lygi 2 - 100%. Jau dabar galime pasirinkti vieng i atsakymy: 2 yra
tik Siek tiek daugiau nei %, todeél g -100% néra daug daugiau nei 50% ir is atsakymy A ir B
turétume rinktis B.

Bet apskaiiuokime tikslig reiksme: 2 - 100 = 540 = 225 = 125 — 62 5(%)).

X

19. (A) 10

Pazymékime AD = BC = z, taip pat pazymékime taskus F, F, G, kaip parodyta paveikslélyje.

l
E
B E N C
\
A D

T

Tada AB = ATD = 3. Jei du status trikampiai turi po tokj pat] smailyji kampa a,
tai jie turi lygius kampus («, 90° ir 90° — «) ir todél yra panasus. Nesunku pastebéti tris
panasius staciuosius trikampius. | akis krinta poromis lygiagreciy atkarpy ir tiesés [ ribojami
trikampiai AGD ir EFC. Jie turi po tokj patj smailuyji kampa /GAD = ZFEC (kampai
lygus kaip atitinkamieji: [ kerta lygiagrecias tieses BC' ir AD). Taip pat panasus ir statieji
trikampiai AGD bei EBA, nes ZGAD = ZBF A kaip priesiniai kampai (I kerta lygiagrecias
tieses BC' ir AD).

Panasumas mums reikalingas atkarpy ilgiams apskaic¢iuoti. Dél AGD ir FFC panasumo
EC:AD:C’F:DG:2:6:%irECz%AD:% TodélBE:BC’—EC’::v—gz%x.
DélAGDbeiEBApanaéumoAG:DG:EB:AB:% D5 = % : % = %-2:%. Todeél
AG=3DG=73-6=28.

Zinome abu staciojo trikampio AGD statinius. Pagal Pitagoro teoremg 2> = AD? =

AG? + DG? = 82 + 62 = 100. Randame z = /100 = 10.
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20. (C) 3

! Kad rastume f(f(f(1))), turime j funkcija f jsistatyti argumento reikime f(f(1)). Kad rastu-
me f(f(1)), reikia reiksmes z = f(1). Démesingai prastindami is eilés skai¢iuokime funkcijos
reiksmes:

f()=a+b,f(f(1)) =af(l) +b=ala+b) +b=a*+ab+b,
29 = f(f(f(1) = af(f(1)) +b=a(a®+ab+b) +b=a’+a’b+ab+b;
f(0) =0, f(f(0)) = af(0) +b=ab+b,
2= f(f(£(0)) = af(£(0)) + b= alab+b) + b= a’b+ab+b.

Belieka pastebéti, kad atémus iS vienos reiksmes kita nezinomasis b susiprastina:
27 =29 2= f(f(f(1)) = f(f(f(0)) = &’ +a’b+ab+b— (a®b + ab+b) = a’.

Taigi a® = 27 ir todeél a = 3. (Pastebésime, kad tinka funkcija f(z) = 3z + 3.)

11 Pastebékime, kad jsistate viena tiesine funkcija fo(z) = ko + by i kita fi(2) = k1o + by visada
ir vél gausime tiesine funkcija: fi(fa(z)) = ki fo(x)+b1 = ki (koz+b2) +b1 = kikax+ (k1ba+b1).
Matome, kad naujas krypties koeficientas lygus dviejy pradiniy sandaugai kiks.

Taigi funkcijos f(f(z)) krypties koeficientas yra a - a = a2, o f(f(f(x))) krypties koefi-
cientas yra a® - a = a3, t. y. f(f(f(z))) = a®x + by. Neradome by, bet jo ir nereikia:

27 = f(f(f(1) = F(f(f(0)) = a® 1 +by — (a® - 0+ by) = a” + by — bo = a”.

Velgi a® = 27 ir a = 3.
21. @ Kitas skaicius

! Dalus i$ 5 skaiciai galéty buti (jei stengsimés imti kuo mazesnius) 5, 10, 15, 20, 25, o dalus i$ 7
galéty buti 7,14, ...,49. Bet tarp 10 skai¢iy turi buti daliy ir i 5, ir i$ 7 (t. y. i§ 5- 7 = 35).
Juk kitaip jy buty maziausiai 5+ 7 = 12, o ne 10. Vadinasi, turety buti tokiy skaiciy kaip
35,70,105, ... Galime nujausti, kad sie skaiciai yra svarbus. Juk ieskodami skaic¢iy, daliy tik
is 5 ar 7, kilsime iki 49, bet jei yra bent du skaiciai, dalus i$ 35, tai M > 70, o jei bent trys,
tai net M > 105. Geriau kad tokiy skaiciy buty kuo maziau.

Kiek maziausiai skaiCiy gali dalytis i$ 357 Yra 5 skaiciai, dalus i 5. Taigi yra lygiai 5
skaiciai, nedalus i$ 5. Skaiciy, kurie nedalus is 5 ir dalus i$ 7, negali buti daugiau — juy yra
daugiausiai 5. Todél iS 7 ir kartu i$ 5 dalijasi maziausiai 7 — 5 = 2 skaiciai. Kaip minéjome,
tokiu atveju M > 70.

Kad skaic¢iy, daliy is 35, gali buti maziausiai du, néra sunku ir tiesiog nuspeéti: jei vienas
zmogus nores 5 is 10 isrikiuoty monety, o kitas norés 7 monety, ir norédami kuo maziau pyktis
jie ims jas is skirtingy pusiy, tai susigincys deél dviejy.

Yra galima situacija, kai skaiciy, daliy is 35, yra lygiai du ir M = 70. Tie du skaiciai be
abejonés turi buti 35 ir 70. Turi buti dar 5 — 2 = 3 skaiciai, dalus is 5, bei 7 — 2 = 5 skaiciali,
dalus i$ 7. Juos, zinoma, imkime kuo mazesnius: 5, 10, 15 ir 7, 14, 21, 28, 42 (praleidome 35,
nes jis jau pasirinktas). Skaiciai 5, 10, 15, 7, 14, 21, 28, 42, 35, 70 tenkina uzdavinio salyga ir
M =T70. Kadangi M > 70, tai 70 yra maziausia galima M reiksSme.
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! Atkarpy PR ir TQ sankirtos taska pazymékime U (7r.

22. D) v2: 1

0
~
vl
=

pav.). Taip pat pazymékime PQ = a, QR = b. Tada
RT = PQ/2 = §. Reikia rasti a : b.

Brézinyje galima pastebéti lygiy kampy ir panasiy sta- b
¢iyjy trikampiy. Jei du status trikampiai turi po tokj patj
smailyji kampa «, tai jie turi lygius kampus («, 90° ir 90° —«)
ir todel yra panasus. Cia uztenka pasinaudoti dviejy tokiy P a Q
trikampiy panasumu.

Kampai TRP ir RPQ lygus kaip priesiniai (jstrizainé PR sudaro juos su lygiagreciomis
krastinemis PQ ir SR). Pasinaudokime tuo, kad trikampiai TUR ir PQR statieji: ZRT(Q =
ZRTU = 90° — ZTRU = 90° — ZTRP = 90° — ZRP(Q = ZPRQ. Taigi statieji trikampiai
TRQ ir RQP turi po tokj pati smailyji kampag RT'Q) ir PR(), todél yra panasus. Panasiy
trikampiy krastinés proporcingos:

RQ : RT = PQ : RQ, b:g:a:b, — = -
IS gautos lygybés galime iSsireiksti ieSkomg santykj a : b:

W =a?, V2b=a, a:b=v2=v2:1.

23. (E) 8

! Tarkime, suklastota a statuleliy. IS 9 kenguiry pasirinkti 3 yra C3 = % = 84 budai (deriniy
skaicius). O 3 statuléles i§ a suklastoty galima pasirinkti C3 = “(“_12_(;3 =2 — a(“_lg(“_Q) budy

(zinoma, a > 3). Visi budai lygiai tikétini, todél tikimybe lygi nagrinéjama jvyki (visos 3
statulélés suklastotos) atitinkanc¢iy budy ir visy budy skaic¢iy santykiui. Gauname lygti
ala—1)(a —2) 2 ala—1)(a—2) 2

84 =12 =842 =56
: 84=1, : 84- 5 =56

Reiskinys kairéje gautos lygybés puséje didéja, kai a didéja, nes didéja kiekvienas is 3 tei-
giamy dauginamyjy skaitiklyje. Todél lygtis gali turéti tik viena sprendinj. O jam nustatyti
dabar tereikia jsistatyti j lygti teisinga a reikSme (zinoma, verta tikrinti tas, kurios pateiktos
atsakymuose). Lygtj tenkina a = 8:

=87 =256.

Tai ir yra ieSkomas atsakymas.
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24. (A) 2

Kvadrato krastines ilgj pazymékime x.

Pasinaudokime tuo, kad tiesé ir apskritimai liec¢iasi, o kvadrato virsunes jiems priklauso,
nubrézdami atitinkamus apskritimy spindulius. Pazymeékime taskus A, B,C, D, E, F', kaip
parodyta paveikslélyje.

F E

Nesunku nuspéti, kad ABEF yra staciakampis. Nesunku ir jrodyti: krastinés AF ir
BE statmenos E'F', todél lygiagrecios tarpusavyje, be to, abi yra ilgio 1, tad keturkampis yra
lygiagretainis. Du jo kampai E ir F' yra status, todél jiems lygus kiti du kampai taip pat
status.

Nesunku nuspéti, kad ABC'D yra lygiasoné trapecija. IS tiesy: staciakampio krastine AB
ir kvadrato krastine C'D abi lygiagrecios su EF, todel lygiagrecios tarpusavyje. Taigi turime
trapecija. Soninés krastines AD ir BC' lygios: jos yra apskritimy spinduliai ir jy ilgis yra 1.

IS trapecijos virSuniy iSveskime aukstines DH ir CG. Taip gausime vienodus (dél lygia-
Soneés trapecijos simetriSkumo) staciuosius trikampius AH D ir BGC bei staciakampj CDHG.
Isreikskime trikampio AH D krastines per .

o AD =1 kaip apskritimo spindulys.

o Taip pat ir AF = 1. Toks yra atstumas tarp lygiagreciy atkarpy AB ir FF. Jis yra
atstumo nuo EF iki C'D, lygaus x, ir atstumo nuo CD iki AB, lygaus DH, suma:
l=x+DHir DH=1—x.

o Atkarpa AB sudaryta is dar dviejy spinduliy ir jos ilgis yra 1+1 = 2. Taskai G ir H dalija
jaitris daliss HG(= CD =), AH ir BG(= AH). Todél 2 = AH+HG+BG = 2AH+x
ir AH=1-x/2.

Belieka trikampiui AH D pritaikyti Pitagoro teorema ir iS gautos lygties rasti x:

AH? + DH? = AD?,

(-2 +(1-3)" =1

)
1332—31""1:07

T, = — Ir 29 = 2.
5!

Saknis z, yra akivaizdziai per didele. Juk z = CD < EF = AB = 2. Taigi z = %
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1! Galimas gudresnis uzdavinio sprendimas. Nagrinékime trikampius DNL ir M FL (7r. pav.; ¢ia
L — atkarpos E'F', o kartu ir duotojo kvadrato krastinés vidurys, M F' — apskritimo skersmuo,
N — kvadrato virsuneé).

M

Sie trikampiai panasiis:
ND:NL:x:gzzzzzleM:FL it /LFM = /LND = 90°.

(Cia FL = EF/2 = AB/2 = (1 +1)/2 = 1.) Todél atkarpos ML ir DL sudaro po tokj patj
kampa su tiese LF' ir taskai L, D, M priklauso vienai tiesei. Kadangi M F — skersmuo, tai
IMDF = /FDL = 90°. Tada

ZDFL =90°—4DLF =90°— ZMLF = ZFML,

o tai reiskia, kad status trikampiai DN F' ir LFM panasus. Todél ND : NF = FL : FM =
=1:2ir NF=2ND. Beto, ND =xir

NF=LF—LN=EF/2—2/2=1—2z/2.

Sudarome lygtj ir randame x:

25. (D) 69

| Zr. panaSaus Junioro 25 uzdavinio sprendima, kurio ? dalyje paaiskinta, kodél verta dauginti
skaicius, vengiant dalumo is 3.

Nuo 1 iki 99 yra 99 : 3 = 33 skaiciai, dalus is 3, ir 99 — 33 = 66 skaiciai, nedalus iS 3. Be
to, skaicius 100 nedalus is 3. Visus 67 skaicius, nedalius i$ 3, sudauginkime. Sandauga dalijasi
is 2, bet ne is 2-3. Ja dar galime padauginti iS 68-o0 ir 69-o0 skaiciy 3 bei 6 ir gausime sandauga,
dalig i§ 2- 3 - 3, bet ne i§ 2 - 3> = 54. Mums dar liko nepanaudoty skaiciy, bet jie visi dalus i3
3, tad papildomai padauginus sandauga is bet kurio tokio skai¢iaus, joje atsirasty dar vienas
daugiklis 3, ir ji jau dalytysi i§ 2 - 33. Taip biuti negali, tad apsistokime ties 69 skaiciais.

Irodykime, kad imant daugiau nei 69 skai¢ius jy sandauga visada dalysis i§ 54. Imkime
bet kuriuos skirtingus 70 naturaliyjy skaic¢iy nuo 1 iki 100. Jau nustateéme, kad daugiausiai 67
is ty skaiciy nesidalija i$ 3. Tad bent 70 — 67 = 3 skaiciai dalijasi i 3. Visy skaic¢iy sandauga
dalijasi is 3 - 3 -3 = 27. Be to, nuo 1 iki 100 yra tik 50 nelyginiy skaiciy, todél tarp 70 skaiciy
tikrai yra lyginiy ir jy sandauga dalijasi is 2. Taigi sandauga dalijasi is 27 - 2 = 54.
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26. (A) 10

! Prisiminkime, kad k-kampio kampy suma lygi (k — 2) - 180°, o taisyklingojo k-kampio kampai
lygus, todél kiekvienas is ju lygus % - 180°. Nagrinékime pilnajj (360°) kampa su virsune B,
kurj sudaro 3 kampai (zr. pav): ZABC, ZABZ ir ZCBZ.

A
B
C Z
Du is juy yra duotyjy daugiakampiy kampai:
15 -2 13 n—2

- 180°.

/ABC = —— -180°= — -180° ir JABZ =
15 15 . n
Kadangi BC = AB = BZ = CZ = 1, tai trikampis BC'Z lygiakrastis ir ZCBZ = 60°.

Mes, tiesa, turétume nagrinéti du atvejus: kai atkarpa AB yra Sio smailiojo kampo CBZ
viduje ir kai iSoréje. Taciau pirmuoju atveju turétume ZABC+ ZABZ = 60°, o juk ZABC =
13 ° ° . . .- P
75 - 180° > 60°. Todél turime antraji atvejj ir

13 n—2

360° = LABC + LABZ + LCBZ = T 180° +
n

- 180° + 60°.

Is gautos lygybés belieka issireiksti n. Kad buty paprasciau skaiciuoti, padalykime ja is 60°:

13 _9 13 3n—6
6=—.3+2"2.341, 6=—42""219
15 n 5
M—6 12 n-2
i _Z 9y =4 — 10.
- = " 5 5(n—2)=4n, n=10

Taigi kitas daugiakampis yra desimtkampis.

27. (C) 2

! Tai, kad n = 1, 2, 5 arba 10, jrodyta Junioro 27 uzdavinio sprendimo pirmoje dalyje. I$nagri-
nékime visus 4 atvejus:

1) n = 1. Gauname 2014 + m = 1024 + 1 = 1025 ir m = 1025 — 2014 < 0. Siuo atveju
sprendiniy néra.

2) n = 2. Gauname /2014 + m = v/1024+1 = 32+1 = 33 ir 2014+m = 33% < 40? = 1600.
Todél m < 1600 — 2014 < 0. Sprendiniy ir vél néra.

3) n=5. Gauname /2014 +m = v/1024+ 1= v210+1=22+1=51ir 2014 + m = 5° =
= 3125. Todél m = 3125 — 2014 = 1111 (ir k = 5).

4) n = 10. Gauname /2014 +m = V1024 +1= V20 +1=2+1=3ir 2014 +m =
=310 = (3%)2.3%2 = 812 -9 > 80? = 6400. Todel m = 39 — 2014 > 6400 — 2014 > 1111
(ir k = 3).

Gavome dvi skaic¢iaus m reiksmes m = 1111 ir m = 3'° — 2014.
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28. 1080°

? Brézinyje nesunku pastebéti lygiakrascius trikampius ir taisyklinguosius Sesiakampius, gauna-
mus papildomai sujungus kai kurias daugiakampio vir§uniy poras (Zr. pav.).

Pazymeétas lygiakrascio trikampio kampas, kuris yra ir musy daugiakampio kampas, lygus
60°. Taisyklingaji sesiakampj punktyrines linijos dalija i 6 trikampius, kaip nesunku nuspéti,
taip pat lygiakrascius. Tad pazymeétas sesiakampio kampas, kuris vélgi yra musy daugiakampio
kampas, lygus 60° + 60° = 120°.

Kas antram duotojo daugiakampio kampui galima priskirti po tokj lygiakrastj trikampj,
ir kas antram — po tokj SeSiakampj. Daugiakampis turi 12 virsuniy (tai 12 kubo briauny
vidurio taskai). Tad jis turi po 6 vienokius ir 6 kitokius kampus, o jo kampuy suma lygi
6-60° 46 -120° = 1080°.

*——m

Kodél du pazyméti kampai tikrai yra tokie, kokiais juos palaikéme? Likusius 10 kampy galima
nustatyti analogiskai.

Visy pirma atkarpos, jungiancios vienoduy kvadratiniy kubo sieny krastiniy vidurio taskus,
yra lygios (jei kubo briaunos ilgis yra 2a, tai jos lygios po y/2a). Todél misy nagrinétas
trikampis iSties lygiakrastis ir jo kampas lygus 60°.

Taciau Sesiakampio kampams rasti vien krastiniy lygybés neuztenka (be to, net nejrodéme,
kad tos kraStinés yra vienoje plokitumoje). Sesiakampio nagrinéti ir nebutina. Jei kuba
pjuviais, einanciais per briauny vidurio taskus, padalysime j 2 x 2 lygiy kubeliy, tai mums
uztenka nagrinéti du kubelius ir juy sieny jstrizainiy sudaroma kampa ABC' (Zr. pav.).

D

/]

A

Pridékime dar vieng tokj patj kubelj ir vieng jo virsune pazymékime D. Aisku, kad taskai
C, B, D yra vienoje ties¢je ir todél LZABC = 180° — LZABD. Savo ruoztu trikampio ABD
krastinés yra vienody kvadraty jstrizainés ir todél lygios, t. y. Sis trikampis yra lygiakrastis.
Vadinasi, ZABD = 60° ir ZABC' = 180° — 60° = 120°.
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29. (D) 2013!

? I8 eilés ieskokime funkcijos reik$miy ir stenkimes pastebéti désninguma.

4-6=4f(4)=1-f(5), f(5)
5-24 =5f(5) =2f(6), f(6)=>5-12
6-5-12=6f(6) =3f(7), f(7)=6-5-4,
7-6-5-4=T7f(7)=4f(8), f(8 =T7-6-5,
8:-7-6-5=8f(8)=5f(9), f(9)=8-7-6.
Jau priespaskutinéje eilutéje ypac aiskiai matyti, kaip sandaugoje f(7) = 6 - 5 - 4 maziausias
dauginamasis 4 pakei¢iamas dauginamuoju 7 ir gaunama reiksmeé f(8) = 7-6-5. Désningumas
Cia yra tas, kad turéedami reiksme f(x) = (x—1)(z—2)(z—3), kuri lygi triju gretimy naturaliyju
skaic¢iy sandaugai, i$ jos tolimesniu zingsniu vél gauname tokio paties pavidalo sandauga,
kurioje visi skaiciai padidéja 1: f(z + 1) = x(z — 1)(x — 2). Taip yra, nes pradine sandauga
padalijame i$  — 3 ir padauginame i$ x (butent tokie du daugikliai yra lygybéje zf(z) =
(x =3)f(z+1)).
Spéekime, kad f(x) = (z —1)(z — 2)(x — 3). Daug netruks patikrinti, kad si funkcija iSties
tenkina dvi duotgsias lygybes. Belieka jsistatyti konkrecias funkcijos reikSmes j sandauga:

24,

J

FAFDF0)... f(2011)£(2014) = (3-2-1) - (6-5-4) - ... (2013 - 2012 - 2011) =

=1-2-3-4-5-6-...-2011-2012-2013 = 2013!.

! Viena i$ duotyjy lygybiy parodo, kam lygus funkcijos reiksmiy f(x) ir f(z + 1) santykis. Bet
prasoma rasti tam tikry reikSmiy sandauga. Kad ir kaip reikSimés vienas reiksmes per kitas,
viena su kita duotoje sandaugoje jos nesiprastins. Todél turime rasti ar bent atspeti, kam
gi lygios sandaugoje panaudotos funkcijos reiksmeés f(4), f(7) ir t. t. Kad rastume daugybe
reiksmiy, turime ieskoti désningumy, galiojanciy joms visoms.

Sandaugoje funkcijos argumentas didéja po 3 vienetus, o duotoji lygybé susieja gretimas
funkcijos argumento reikSmes x ir z + 1. Susiekime argumento reiksSmes z ir  + 3. ISreikskime
f(z+3) per f(x+2), tada f(z+2) per f(x+1),ir t. t. Mums rupi funkcijos f(z) reiksmes,
kai x > 3. Reiskiniai, i$ kuriy dalysime, jgyja tik teigiamas reikSmes, kai > 3. Todeél toliau
visur laikykime, kad taip ir yra (taip galésime nesirupinti dél dalybos i$ 0 pavojaus).

o+ 1) =~ f(),
T+ 2 r+2 z+1 r+2 z+1 T
fla+3) = T ) = T T e = T g,

flx+3): flz)=(@+2)(z+1)z: (v —1)(z —2)(x —3).
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Taigi f(7): f(4) = (6-5-4) : (3-2-1), f(10) : f(7) =(9-8-7) : (6-5-4) ir t. t. Désninguma
pastebéti nesunku. Kiekviena reikSme f(z) atitinka triju gretimy naturaliyjy skaiciy, is kuriu
didziausias yra = — 1, sandauga. Siuos santykius galime sujungti j viena eile:

£(2014) : £(2011) : £(2008) : ... : f(4) =
= (2013 - 2012 - 2011) : (2010 - 2009 - 2008) : (2007 - 2006 - 2005) : ... : (3-2-1).

Tai reiskia, kad egzistuoja toks skaicius a, kad
f4)=3-2-1-a, f(7)=6-5-3-a, ..., f(2014)=2013-2012-2011-a.

Norint rasti a, tereikia prisiminti dar viena nepanaudota lygybe: 6 = f(4) =3-2-1-a = 6a,
tad a = 6/6 = 1. Pagaliau randame duotaja sandauga

FA)F(T)F10) ... f(2011)£(2014) = (3-2-1)-(6-5-4)-...- (2013 - 2012 - 2011) =

=1-2-3-4-5-6-...-2011-2012-2013 = 2013

30. (D) 23

| UZdavinj padeés iSspresti keli pradiniai pastebéjimai.

Kol saloje yra bent dviejy rusiy gyvuny, vieni galés ésti kitus. Todél saloje liko tik vienos
rusies gyvuny.

Savaime iskyla klausimas, kuriy gyvuny galéjo likti daugiausiai — oziy, vilky ar liuty. O ar
isvis galéjo likti tik oziai? Tik vilkai ar tik liutai? Isigilinkime, kas vyksta su gyvuny skai¢iumi,
kai jie vienas kita éda. Jei vilkas suéda ozj, tai vilky ir oziy skaic¢iai sumazéja vienetu, o liuty
padidéja vienetu. Panasiai yra ir kitais dviem atvejais: du skirtingy rusiy gyvunai (plésrunas
ir jo auka) prapuola, o atsiranda vienas trecios rusies gyvunas. I$ triju skai¢iy (kiek saloje
yra oziy, vilky ir liuty) du sumazéja vienetu ir vienas padidéja vienetu. Taip bendras gyvuny
skaiCius sumazéja 1 + 1 — 1 = 1. (Tai, beje, parodo, kad kaip gyvunai beésty vienas kita,
Sis procesas negali testis be galo — juy vis mazéja ir neiSvagiamai susidaro situacija, kai saloje
lieka tik vienos rusies gyvunai.) Tac¢iau dar svarbiau atkreipti démesj, kaip kinta triju skaic¢iy
lyginumas. Nesvarbu, ar prie lyginio skaiciaus pridésime, ar is jo atimsime 1, jis vis tiek taps
nelyginis. Taip pat ir nelyginis skaicius taps lyginis. Pradzioje turime du nelyginius skaicius
ir vieng lyginj (17, 55, 6). Po pirmojo karto, kai buvo suéstas gyvunas, turime du lyginius
skaicius ir viena nelyginj. Tada vél du nelyginius ir lyginj, ir t. t. Du skaiciai (kiek yra oziuy
ir kiek vilky) yra to paties lyginumo, o liuty skaiciaus lyginumas kitoks. Pabaigoje du skaiciai
lygus 0. Du lyginiai skaiciai tegali Zyméti, kiek saloje liko oziy ir vilky. Taigi saloje liko vien
liutai, ir niekaip kitaip buti negali.

Kai liutas ka nors suéda, liuty skai¢ius sumazéja, ir tik kai vilkas suéda ozj, tas skacius
padidéja. Taigi saloje likusiy liuty skaic¢ius tuo didesnis, kuo dazniau vilkai édé ozius ir kuo
reciau liutai ede kitus gyvunus. Jei oziy ir vilky buty po lygiai, tai galétume tarti, kad liutai
apskritai nieko neédé, o kiekvienas vilkas suédé po ozj bei virto lintu. Likusiy liuty skaicius
turéty buti maksimalus butent po tokiy jvykiy.
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Nors vilky yra daugiau nei oziy, bandykime ,,apgraibomis” sukonstruoti situacija, kurioje
liutai nieko neéda, kol tai jmanoma. Gal taip juy liks daugiausiai? Tarkime, kad 17 vilky suédé
po ozj. Oziy neliko, vilky liko 55 — 17 = 38, o liuty skaicius isaugo iki 6 + 17 = 23. Dabar
jau liutai turi ésti vilkus ir oziy vel atsiras. Bet juos ir vél galés suésti vilkai, virsdami lititais.
Naturalu stengtis, kad sis procesas testuysi kuo trumpiau. Juk kiekviena karta mazéja bendras
gyvuny skaicius, o drauge su juo didziausias galimas saloje proceso pabaigoje likusiy litty
skaicius. Procesas greitai uzsibaigs, jei vilky ir oziy bus po lygiai.

Taigi tarkime, kad littai suedé puse vilky. T.y. 38 : 2 = 19 liuty suédé po vilka. Tada
turime 19 oziy, 19 vilky ir 23 — 19 = 4 liutus. Pagaliau tarkime, kad veliau 19 vilky suédé po
ozj. Taip oziy ir vilky nelieka, o galutinis liuty skaicius vél tampa 4 4+ 19 = 23.

Visgi negalime buti tikri, kad tai didziausias galimas likusiy liuty skaic¢ius. O ir tarp
atsakymy yra dar didesnis uz 23 skaicius 35. Norint paprastai jrodyti, kad daugiau nei 23
liuty negalime gauti, reikia pazvelgti j uzdavinj kiek kitu kampu.

Saloje buvo 17 + 55 + 6 = 78 gyvunai. Suédus viena gyvuna bendras gyvuny skaicius
sumazedavo 1. Jei saloje liko n gyvuny, tai suésta buvo 78 — n gyvuny. Taigi klausti, kiek
daugiausiai gyvuny galéjo likti, yra tas pats, kaip klausti, kiek maziausiai gyvuny galéjo buti
suésta. O atsakymas j §j klausimg — tiesiai pries musy akis. Turi nelikti vilky ir oziy, tad
visi 17 oziy turi buti suésti ir visi 55 vilkai arba suésti, arba patys suéde po ozj. Siy skai¢iy
nereikia sudéti, nes vilkas ir ozys gali pradingti vienu metu, bet neabejotinai gyvunas buvo
suéstas ne maziau nei 55 kartus, kitaip ne visi vilkai buty suésti arba pradingtuy suéde ozj.
Vadinasi, 78 — n > 55 ir n < 23 — daugiau liuty negaléjo likti.

Pabaigai pastebékime, kad n = 23 gausime, kai bus suéstas minimalus gyvuny skaicius
55. Kad tokiu budu nelikty vilky, po kiekvieno suédimo vilky skaiéius privalo sumazéti, t. y.
arba vilkas turi suesti ozj, arba littas vilka. Jei tik bent karta liutas sués ozj, tai vilky skaiéius
bent karta nesumazés (ir net padidés), o tada kad nelikty 55 vilky, prireiks daugiau nei 55
suedimy ir liuty liks maziau nei 78 — 55. Taigi jei bandytume konstruoti optimaly pavyzdj
neisvengdami to, kad liutas suéda ozj, tai niekaip negautume teisingo atsakymo.



Atsakymai

Uzdavinio Nr. Atsakymas
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