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Pratarm
e

Paprastai �zi	urint, Keng	uros konkursas t
era tik kelios de�simtys (tiesa, labai nekasdieni�sku�)
matematikos u�zdaviniu�, susitikimas su kuriais u�z sprend
ejo suolo trunka nepilnas dvi akademines
valandas. Ir viskas. Tik tiek.

Paprastai �zi	urint, ir m	usu� garsiausiojo alpinisto Vlado Vitkausko paskutinis metras i�kopiant i�
Everesta� irgi susid
ejo ne i�s �simto judesiu�, o kai kurie i�s ju� gal ir apskritai tebuvo tik krustel
ejimai.
Tiesa, tie krustel
ejimai tur
ejo b	uti ne�zmoni�skai sunk	us.

Ta�ciau kod
el tiek daug �zmoniu� tu� kopimu� imasi i� realius kalnus ir kod
el net per 5 milijonus
vidurin
es mokyklos mokiniu� kasmet pavasari� kopia i� Keng	uros kalnelius? Kuo tie Keng	uros kal-
neliai tokie patraukl	us, kokios ten auk�stum
el
es atsiveria? Juk dabar jau nebei�ssisuksi burbtel
eje�s:
½Jie neturi ka� veikti, tai ir sprendin
eja visokius u�zdavinukus�. Juk nepasakysi, kad milijonai taip
jau ir neturi ka� veikti �sitokioje pramogu� gadyn
eje.

Ar tik ne tod
el, kad tie milijonai gerai �zino, jog baigiamajame kopime ju� laukia nors ir
i�veikiami, bet labai gra�z	us, patraukl	us u�zdaviniai, kuriuos spre�sdamas gali u�zsikabinti pa�cia tau-
riausia to �zod�zio teikiama prasme? Kaip tai �zinojo (o jei ne � tai su�zinojo) per 48000 Lietuvos
1�12 klasiu� mokiniu�, dalyvavusiu� konkurse 2019 metais. Juk konkursas � it �zavus tornadas (o
tokiu� irgi b	una) � negriaudamas supurto i�tempta� mokyklos dienu� t
ekme� ir pral
eke�s palieka be-
veik nematoma�, bet ai�sku� p
edsaka� visu� susid	urusiu� su juo vaizduot
ese. Jo imi ilg
etis da�znai pats
to nesuvokdamas � �zymia dalimi b	utent i�s to ilgesio pamatyti paprastu�, gra�ziu� bei viliojan�ciu�
u�zdaviniu� ir atsiranda milijonai dalyvaujan�ciu�ju�.

Keliasde�simt lemtingu� darbo minu�ciu� kiekvienu� metu� kovo m
enesio tre�cia�ji� ketvirtadieni� vai-
nikuoja begale� i�d
etu� pastangu� ir kruop�stu� tri	usa�, nei�kyriai visam i�sminties trok�stan�ciam pasauliui
be paliovos teigdamos, kad galva� lau�zyti prasminga, kad ir matematikos u�zduotis besprend�ziant
galima patirti �zaisminguma�, sp
eliojimo azarta�, �zaibi�skus, netik
etus proto nu�svitimus.

Nepamir�skime, kad vertinami yra tik dalyviu� atsakymai, o atsakyma� kiekvienoje u�zduotyje
reikia pasirinkti (ir kuo grei�ciau!) i�s penkiu� duotu�ju�. Ar tikrai teisingas tas atsakymas, kuris
i�s pirmo �zvilgsnio atrodo labiausiai tik
etinas? Ar tas u�zdavinys tikrai toks sunkus, kad ver�ciau
ji� praleisti? O gal tereikia pasteb
eti kokia� smulkmena�, savaime nekrintan�cia� i� akis, ir u�zdavinys
i�s karto i�ssispre�s? Ar pas
ed
eti prie �sio u�zdavinio dar kelias minutes? O gal ver�ciau rizikuoti ir
i�s karto sp
eti labiausiai patinkanti� atsakyma�? Juk jei pataikysi � priklausomai nuo u�zdavinio
sunkumo gausi 3, 4 ar 5 ta�skus, ta�ciau jei rizika nepasiteisins ir pra�sausi pro �sali� � bus blogiau
nei jei i�svis jokio atsakymo ne�zym
etum. Mat u�z klaidinga� atsakyma� i�s bendros ta�sku� sumos
su �saltu buhalteriniu tikslumu atimama ketvirtis to, kas b	utu� prid
eta atsakius teisingai. (Visgi
pasteb
esime, kad i� minusa� nusiristi Keng	uros konkurse nei�manoma, nes kiekvienam mokiniui vien
u�z dalyvavima� dosniai skiriama 30 ta�sku�.)

Su pana�siais klausimais konkurso dalyviai susiduria da�znai, nes Keng	uros u�zdaviniu� spren-
dimai b	una gana netik
eti, kvie�ciantys sprend
eja� padaryti atradima� � per�sokti per standartinio
ma�stymo barikadas. Taip milijonai sprend
eju� perpranta, kokia �smaik�sti gali b	uti u�zduotis, kaip i�s
keliu� min�ciu� bei paprastu� sakiniu� jau gali sukristi jos sprendimas � �stai jau, regis, net gali atskirti,
u�z kuriu� sa�lygos �zod�ziu� ar skai�ciu� slapstosi tikrasis atsakymas.

Dabar stabtel
ekime akimirkai ir paklausykime keliu� �zod�ziu� i�s Keng	uros gelmiu� Lietuvoje ir
visame pasaulyje. Kas gi mums ta� kasmeti� viesula� siun�cia?

Kaip nesunku nusp
eti, konkurso id
eja gim
e ir labai s
ekmingai rutuliojosi Australijoje, o Eu-
ropoje ji 
em
e sklisti i�s Pranc	uzijos. Pranc	uzai suteik
e Keng	urai ir jos dabartine� organizacine�
i�svaizda�. Lietuvoje prie Keng	uros konkurso i�staku� stov
ejo ir labai daug nuveik
e i�vairios institu-
cijos, mokyklos ir kitos savo gyvenima� �svietimui paskyrusios organizacijos bei entuziastingi pra-
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dininkai. Tarp sumaniai i� Lietuva� Keng	uros konkursa� viliojusiu� instituciju� pirmiausiai min
etini
�Svietimo ir mokslo ministerija, Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos institutas bei
Matematikos ir informatikos fakultetas. Nuo 2016 m. rugs
ejo lietuvi�skoji Keng	ura glaud�ziasi po
Lietuvos matematiku� draugijos sparnu. Kalbant �siek tiek �zaismingiau, b	utent ju� galingomis pa-
stangomis grak�staus bei efektyvaus mokymo simboliu tape�s gyv	unas su visa savo mokslo kariauna
ir buvo atviliotas ir, dri�stame tai sakyti nedvejodami, negri��ztamai at�suoliavo pas mus bei i�sik	ur
e
Nemuno �zem
eje.

O �siaip, Keng	urai nuolat m	usu� gyvenime randantis, viskas vyksta kaip visur, kur rimtai
dirbama. Ir Keng	uros ratas sukasi kiaurus metus � net vasaromis, kai, atrodytu�, tik atostogos,
geriausiai konkurse pasirod�ziusieji mokiniai kvie�ciami i� stovyklas, kur gali dalyvauti tiek sporti-
niuose, tiek matematiniuose, tiek kituose smagiuose renginiuose. O rudeni� ekspertai, suva�ziave� i�s
viso pasaulio, renka u�zdavinius konkursui, per �ziema� jie ver�ciami i� de�simtis kalbu�, adaptuojami
ir pritaikomi taip, jog kartais atrodo, kad jie sugalvoti kaimyniniame miestelyje. Vien Lietuvoje
Keng	ura kalba keturiomis kalbomis: lietuviu�, lenku�, rusu� ir anglu�.

Tik taip, nepastebimai bei niekada nenuleid�ziant ranku�, ir gali u�zgimti konkursas, kei�ciantis
jo dalyviu� po�zi	uri� i� matematika�. Tik tai ir teparodo, kaip moderniam �zmogui duoti derama�
pasirengima� dar modernesnei mus u�zgri	unan�ciai atei�ciai, i� kuria� jam lemta �zengti.

�Sis kelias nei�svengiamas � juo teks eiti. Eiti bus i�domu, kartais �siek tiek baugu, gal net sunku
� bet jo vingiai i�veikiami, o ji� pasirinkusiu�ju� u�zmojai stebinantys.

Kas gi m	usu� laukia kelion
eje? �Sioje knygel
eje pateikti konkurso u�zdaviniai, pro kuriuos 2019
metu� kovo 16 diena� keliavo ir gausiai sprend
e 9�10 klasiu� (Junioro am�ziaus grup
e) mokiniai.
Be to, norintys pasitikrinti, ar jie tikrai gerai sprend
e, pan	udusieji pasi�zi	ur
eti, kaip dar galima
spre�sti �siuos u�zdavinius arba kaip juos paj
egia spre�sti ju� pateik
ejai, knygel
eje ras ir visu� u�zdaviniu�
atsakymus su sprendimais.

Kaip jau seniai visi �zino, norint rasti ar pasirinkti teisinga� atsakyma� i�s penkiu� duotu�ju�,
ne visada b	utina grie�ztai i�sspre�sti u�zdavini� ar kaip kitaip perkratyti visa� pasaulio i�sminti�, tod
el
ir knygel
eje pateikiami kai kuriu� u�zdaviniu� ne tik grie�zti matematiniai sprendimai (jie �zymimi
�zenklu !), bet ir ju� keng	uriniai sprendimai, paai�skinantys, kaip nusigauti iki teisingo atsakymo,
u�zdavinio iki galo taip ir nei�ssprendus (tokie sprendimai-nusigavimai pa�zym
eti �zenklu ?). Kai
vienokiu� ar kitokiu� sprendimo b	udu� yra daugiau nei vienas, jie �zymimi �zenklais ??, !!, !!! ir
pan. Nors konkurse-�zaidime pakanka klaustuku pa�zym
eto sprendimo, tikim
es, kad matematikos
galvos	ukiu� sportu u�zsikr
etusiam skaitytojui nebus svetimas ir azartas i�ssiai�skinti viska� iki galo bei
pereiti u�zdavinio lynu be penkiu� atsakymu� apsaugos.

Tad kvie�ciame keliauti ir pavaik�stin
eti juo kartu su Keng	ura � i�sm
eginti turimas j
egas bei
�zadinti savo k	urybines galias, kuriu� j	us, mielas skaitytojau, �sitiek daug turite!

Organizatoriai
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Junioras, 9 klas
e, 50 geriausiu�ju�

Vadovaujantis 2018 m. gegu�z
es 25 d. i�sigaliojusiu Europos Sa�jungos bendruoju
duomenu� apsaugos reglamentu, asmeniniai mokiniu� rezultatai nebeskelbiami.
D
ekojame u�z supratinguma�.

Konkurso organizatoriai
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Junioras, 10 klas
e, 50 geriausiu�ju�

Vadovaujantis 2018 m. gegu�z
es 25 d. i�sigaliojusiu Europos Sa�jungos bendruoju
duomenu� apsaugos reglamentu, asmeniniai mokiniu� rezultatai nebeskelbiami.
D
ekojame u�z supratinguma�.

Konkurso organizatoriai



Tarptautinis matematikos konkursas

KENGŪRA

Automatinis apdorojimas, Nacionalinis egzaminų centras, 2013

Mokyklos pavadinimas

ATSAKYMŲ DALIS

Dalyvio kortelė

Žymėjimo kryželiu pavyzdys:         

6. Išsprendę testo uždavinį, nurodytoje šios kortelės vietoje pažymėkite tik vieną pasirinktą atsakymą.

TEISINGAS KORTELĖS UŽPILDYMAS YRA TESTO DALIS!

1. Kortelę pildykite pieštuku.

2. Jei žymėdami suklydote, IŠTRINKITE žymėjimą trintuku ir žymėkite dar kartą.

3. Nurodytoje vietoje įrašykite savo mokyklos šifrą (jį Jums pasakys mokytojas) ir pavadinimą.

4. Kryželiu atitinkamuose langeliuose pažymėkite, kuria kalba ir kurioje klasėje mokotės (gimnazijos klasės - G1, … , G4).
5. Žemiau nurodytoje vietoje didžiosiomis spausdintinėmis raidėmis įrašykite savo vardą ir pavardę. 

KAIP UŽPILDYTI DALYVIO KORTELĘ

Mokyklos šifras

1. Už teisingą atsakymą skiriami visi uždavinio taškai. Už nenurodytą atsakymą skiriama 0 taškų, o klaidingas 

atsakymas vertinamas minus 25% uždavinio taškų.

2. KORTELĖS NEGALIMA LANKSTYTI IR GLAMŽYTI.

3. Atlikę užduotį, konkurso organizatoriams grąžinkite tik šią kortelę. Sąlygų lapelis ir sprendimai lieka Jums.

PASTABOS

Uždavinių atsakymai

1

4

3

2

5

6

A EDCB

7

10

9

8

11

12

A EDCB A EDCB

25

28

27

26

29

30

13

16

15

14

17

18

A EDCB

19

22

21

20

23

24

A EDCB

Lietuvių

Lenkų

Rusų

Anglų

Kalba

Vardas

Pavardė

Klasė

Junioras

10(G2)9(G1)

Senjoras

12(G4)11(G3)

Mažylis

3 4

Nykštukas

1 2

Bičiulis

65

Kadetas

87

Pavyzdys:         Pavardė P A V A R D E SN I



2017 m. Junioro u�zduo�ciu� sa�lygos

Klausimai po 3 ta�skus

1. Skai�ciu� piramid
e sudaryta, u�zpild�zius apatine� eilute�, o tada vir�s bet
kuriu� dvieju� gretimu� vienos eilut
es skai�ciu� u�zra�sant ju� suma� (�zr. pav.).
Koks skai�cius i�ra�sytas vietoj klaustuko?
A) 15 B) 16 C) 17 D) 18 E) 19

2039

2020

2017?

2. Petras para�s
e �zodi� KENG	URA ant permatomos stiklo �suk
es (�zr. pav.).
Koki� u�zra�sa� jis pamat
e, kai apvert
e �suke� kita puse?

KENGŪRA

A) B) C) D) E)

3. Alma suk	ur
e papuo�sima� i�s baltu� ir pilku� tokios pa�cios formos popieriniu�
�zvaig�zdu�ciu� (�zr. pav.). Tu� �zvaig�zdu�ciu� plotai yra 1 cm2, 4 cm2, 9 cm2 ir
16 cm2. Koks yra neu�zdengtos pilkos papuo�simo dalies plotas?
A) 9 cm2 B) 10 cm2 C) 11 cm2 D) 12 cm2 E) 13 cm2

4. Elena turi 24 eurus, o trys jos broliai � po 12 euru�. Po kiek euru� Elena turi duoti kiekvienam
broliui, kad visi keturi �seimos nariai tur
etu� po lygiai?
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 6

5. Kuriame paveiksl
elyje pavaizduota stebul
es trajektorija, ratui riedant lau�zytu pavir�siumi?

A) B) C) D)

E)

6. Mergait
ems �sokant rateli�, Agota buvo penkta i�s kair
es nuo Barboros ir tuo pa�ciu metu a�stunta
i�s de�sin
es nuo jos. Kiek mergai�ciu� �soko?
A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15

7. Vienetinio spindulio skritulys rieda tiesia atkarpa nuo ta�sko K iki ta�sko L (�zr. pav.). Koks
bus skritulio vaizdas, jam pasiekus ta�ska� L, jei KL = 11π?

K L

A) B) C) D) E)



10 SA�LYGOS

8. �Sachmatininkas Martynas �si� sezona� jau sulo�s
e 15 partiju� ir laim
ejo 9 i�s ju�. Koks �si� sezona� bus
Martyno laim
ejimu� procentinis kiekis, jei jis laim
es visas 5 partijas, kurias jam dar liko sulo�sti?
A) 60 % B) 65 % C) 70 % D) 75 % E) 80 %

9. Vestuviu� vakar
elyje a�stuntadalis sve�ciu� buvo vaikai. Vyrai sudar
e tris septintadalius suaugusiu�
sve�ciu�. Kuria� visu� sve�ciu� dali� sudar
e moterys?
A) 1

2
B) 1

3
C) 1

5
D) 1

7
E) 3

7

10. Sagu� d
e�zut
eje guli 203 raudonos, 117 baltu� ir 28 m
elynos sagos. Kiek ma�ziausiai sagu� reikia
ne�zi	urint pasemti i�s d
e�zut
es, norint b	utinai i�straukti tris sagas, kurios b	utu� vienos spalvos?
A) 3 B) 6 C) 7 D) 28 E) 203

Klausimai po 4 ta�skus

11. Trapecijos ABCD pagrindu� ilgiai yra AB = 50, CD = 20. Vir�s	une� D
sujungus su kra�stin
es AB ta�sku E, trapecija padalyta i� dvi lygiaplotes
dalis (�zr. pav.). Raskite atkarpos AE ilgi�.
A) 25 B) 30 C) 35 D) 40 E) 45

A E B

CD

12. Kiek yra tokiu� nat	uraliu�ju� skai�ciu� A, kad lygiai vienas i�s skai�ciu� A ir A+ 20 yra ketur�zenklis?
A) 19 B) 20 C) 38 D) 39 E) 40

13. I�s lygiakra�s�cio trikampio kra�stiniu� vidurio ta�sku� i� trikampio kra�stines nuleisti
�se�si statmenys (�zr. pav.). Kuria� trikampio ploto dali� sudaro gautojo �se�siakampio
plotas?
A) 1

3
B) 2

5
C) 4

9
D) 1

2
E) 2

3

14. Triju� i�s eil
es einan�ciu� nat	uraliu�ju� skai�ciu� kvadratu� suma lygi 770. Koks yra did�ziausias i�s tu�
nat	uraliu�ju� skai�ciu�?
A) 15 B) 16 C) 17 D) 18 E) 19

15. Penkiose pavaizduotose d
e�z
ese guli raudoni ir m
elyni rutuliai, o ju� kiekiai u�zra�syti ant d
e�ziu�.
Audrius turi pasirinkti viena� d
e�ze� ir ne�zi	ur
edamas i�straukti viena� rutuli�. Kuria� d
e�ze� jam
labiausiai apsimoka pasirinkti, jei jis nori i�straukti m
elyna� rutuli�?

A)
1 0 b l u e , 8 r e d

10 mėlynų, 8 raudoni
B)

1 0 b l u e , 8 r e d

6 mėlyni, 4 raudoni
C)

1 0 b l u e , 8 r e d

8 mėlyni, 6 raudoni
D)

1 0 b l u e , 8 r e d

7 mėlyni, 7 raudoni

E)
1 0 b l u e , 8 r e d

12 mėlynų, 9 raudoni

16. Arnoldas turi parengti pusme�cio treniruo�ciu� plana�. Jis turi treniruotis lygiai tris dienas per
savaite�, visada tomis pa�ciomis savait
es dienomis, bet negali treniruotis dvi dienas i�s eil
es.
Keliais b	udais jis gali pasirinkti treniruo�ciu� dienas?
A) 6 B) 7 C) 9 D) 10 E) 35
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17. Elena ir trys jos pusbroliai visi yra skirtingo 	ugio. Elena tiek pat �zemesn
e u�z Eligiju� (centi-
metrais), kiek auk�stesn
e u�z Egidiju�. Ovidijus lygiai tiek pat �zemesnis u�z Egidiju�. Elenos 	ugis
yra 184 cm, o jos bei triju� pusbroliu� 	ugio vidurkis yra 178 cm. Koks yra Ovidijaus 	ugis?
A) 160 cm B) 166 cm C) 172 cm D) 184 cm E) 190 cm

18. Elenos keturiu� pusseseriu� am�ziai (metais) yra skirtingi, o tu� am�ziu� sandauga yra 882. N
e viena
pusseser
e dar nesulauk
e 18 metu�. Kokia yra pusseseriu� am�ziu� suma?
A) 23 B) 25 C) 27 D) 31 E) 33

19. Janina i�ra�s
e po skai�ciu� i� 3× 3 lentel
es langelius. Visuose keturiuose 2× 2 kvad-
ratuose skai�ciu� sumos yra vienodos. Koki� skai�ciu� Janina i�ra�s
e vietoj klaustuko
(�zr. pav.)?
A) 5 B) 4 C) 1 D) 0 E) Skai�ciaus nustatyti nei�manoma

2

3 1

?

Klausimai po 5 ta�skus

21. I�skilojo keturkampio ABCD i�stri�zain
es statmenos, o kra�stiniu� ilgiai yra
AB = 2017, BC = 2018 ir CD = 2019. Koks yra ketvirtosios kra�stin
es AD
ilgis?
A) 2016 B) 2018 C)

√
20202 − 4 D)

√
20182 + 2 E) 2020 A B

CD 2019

20
18

2017

22. Lo�simo kauliukas, kurio sienel
ese pa�zym
eti skai�ciai −3, −2, −1, 0, 1, 2, ridenamas du kartus.
Kokia yra tikimyb
e, kad i�skritusiu� skai�ciu� sandauga yra neigiamas skai�cius?
A) 1

2
B) 1

4
C) 11

36
D) 13

36
E) 1

3

23. I�s bet kokio dvi�zenklio skai�ciaus ab galima gauti �se�sia�zenkli� skai�ciu� ababab. Pastarasis skai�cius
b	utinai dalijasi i�s
A) 2 B) 5 C) 7 D) 9 E) 11

24. D�zeimsas turi atsp
eti septyniu� skaitmenu� koda�. Jis su�zinojo, kad kiekvienas i�s kodo skaitmenu�
lygus to skaitmens pasikartojimu� kodo u�zra�syme skai�ciui ir kad vienodi skaitmenys turi b	uti
rikiuojami vienas po kito. Taigi, kodas gal
etu� b	uti 4444333 ar 1666666. Kiek daugiausiai kodu�
tur
es patikrinti D�zeimsas?
A) 6 B) 7 C) 10 D) 12 E) 13

25. Skai�ciu� piramid
e sudaryta u�zpild�zius apatine� eilute�, o tada vir�s bet kuriu�
dvieju� gretimu� vienos eilut
es skai�ciu� u�zra�sius ju� suma� (�zr. pav.). Jei visi
i�ra�syti skai�ciai nat	uralieji, tai kiek daugiausiai tarp ju� gali b	uti nelyginiu�?
A) 13 B) 14 C) 15 D) 16 E) 17

26. Arimantas skai�ciavo i�skilojo daugiakampio kampu� suma�, ta�ciau viena� kampa� praleido ir gavo
klaidinga� atsakyma� 2017◦. Kokio didumo kampa� praleido Arimantas?
A) 37◦ B) 53◦ C) 97◦ D) 127◦ E) 143◦
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27. Dir�zine� pavara� sudaro skriemuliai A, B ir C, sujungti neslystan�ciais dir�zais. Kol B apsisuka
lygiai 4 kartus, A apsisuka lygiai 5 kartus. O kol B apsisuka lygiai 6 kartus, C apsisuka lygiai
7 kartus. Raskite A perimetra�, jei C perimetras yra 30 cm.

A) 30 cm B) 28 cm C) 27 cm D) 24 cm E) 21 cm

28. Lentoje nurodyta tvarka u�zra�syti septyni nat	uralieji skai�ciai a, b, c, d, e, f , g, kuriu� suma lygi
2017. Bet kurie du gretimi skai�ciai skiriasi vienetu. Kuris i�s u�zra�sytu�ju� skai�ciu� gal
etu� b	uti
lygus 286?
A) Tik a arba g B) Tik b arba f C) Tik c arba e D) Tik d E) Bet kuris

29. Ta�skai A ir B priklauso apskritimui su centru M . Ties
e
PB lie�cia apskritima� ta�ske B, o ties
e PA eina per M
(�zr. pav.). Atkarpu� ilgiai PA ir MB yra sveikieji skai�ciai, ir
PB = PA+ 6. Kiek skirtingu� reik�smiu� gali i�gyti atkarpos
ilgis MB?
A) 0 B) 2 C) 4 D) 6 E) 8

M

P

B

A

30. Rateli� �soko 30 mergai�ciu�. Staiga jos sustojo ir visos atsisuko veidu i� ratelio centra�. Tada
vienu metu kai kurios mergait
es pasisuko i� kaire�, o likusios � i� de�sine�. Gretimos mergait
es,
kurios atsigre��z
e viena i� kita�, suplojo delnais. Delnais suplojusiu� mergai�ciu� buvo 10. Tada visos
mergait
es vienu metu nusigre��z
e i� prie�singa� puse�, ir v
el gretimos mergait
es, atsigre��zusios viena
i� kita�, suplojo delnais. Kiek mergai�ciu� suplojo delnais �si� karta�?
A) 10 B) 20 C) 8 D) 15 E) Nustatyti nei�manoma



Junioro u�zduo�ciu� sprendimai

1. B 16

! Jei tiesiai po kuriuo nors piramid
es skai�ciumi a yra du skai�ciai b ir c,
tai a = b+c. Tada b = a−c ir c = a−b. I�s karto galime u�zpildyti du
tu�s�cius langelius. Vidurin
es eilut
es kair
eje turime 2039−2020 = 19,
o apatin
es eilut
es viduryje turime 2020−2017 = 3. Vietoj klaustuko
analogi�skai gauname 19− 3 = 16.

2039

2020

2017?

2. E

? Galima i�sivaizduoti, kaip �suk
e apver�ciama per savo apatine� briauna� ir gau-
namas veidrodinis u�zra�so atspindys, t. y. u�zra�so simetrinis vaizdas apatin
es
briaunos at�zvilgiu. Toks yra atsakymas E.

KENGŪRA

A) B) C) D) E)

! Apverstos �suk
es pad
etis negali b	uti kitokia nei ta, kuri gaunama apvertus �suke� per apatine�
briauna�. Tai parodo apverstos �suk
es forma: smailiausias kampas lieka kair
eje. Tada atsakymai
A-D netinka: atsakymeD raid
e K n
era ties smailiuoju kampu, atsakymeA neapsiver�cia raid
es
N ir G, atsakyme C neapsiver�cia 	U ir A, o atsakyme B raid
es E, G ir R apsiver�cia, ta�ciau ne
tik horizontal
es, bet ir vertikal
es at�zvilgiu.

Kad like�s atsakymas E tinka, i�rod
eme ? dalyje.

3. B 10 cm2

! Did�ziausios pilkos �zvaig�zdut
es plotas yra 16 cm2. �Sios �zvaig�zdut
es ma-
tyti tiek, kiek neu�zdengia antroji pagal dydi� (balta) �zvaig�zdut
e, kurios
plotas yra 9 cm2. Gauname did�ziausios pilkos �zvaig�zdut
es neu�zdengtos
dalies plota�: 16 − 9 = 7 (cm2). Analogi�skai gauname ir ma�zesn
es pilkos
�zvaig�zdut
es neu�zdengtos dalies plota�: 4 − 1 = 3 (cm2). Bendras pilkos
dalies plotas lygus 7 + 3 = 10 (cm2).

4. C 3

! Tarkime, kad Elena duoda kiekvienam broliui po x euru�. Tada ji turi 24 − 3x euru�, o broliai
� po 12 + x euru�. Jei tada visi turi po lygiai pinigu�, tai 24− 3x = 12 + x ir x = 3.

!! Galima apsieiti be lygties sudarymo. I�s viso turime 24 + 3 · 12 = 60 euru�. Kai visi �seimos
nariai turi po lygiai pinigu�, jie turi po 60 : 4 = 15 euru�. Kiekvienas Elenos brolis turi gauti po
15− 12 = 3 eurus.

13
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5. E

! Kai ratas pasiekia smailia� kalno vir�s	une�, jis turi persiversti i� kita� kalno puse�: tuo metu vie-
nas rato ta�skas lieka ties vir�s	une, o visas ratas sukasi aplink ji�. Stebul
e sukasi kartu su ratu
aplink vir�s	une� ir tod
el trajektorija tuo metu yra apskritimo su centru kalno vir�s	un
eje lankas.
Geometrine� situacija�, kuria� �cia tereikia i�sivaizduoti, galima grie�z�ciau nusakyti taip: dvi at-
karpos (�slaitai) turi bendra� gala� A (kalno vir�s	une�), o apskritimas (ratas), lie�ciantis kairia�ja�
atkarpa� ta�ske A, turi pasisukti aplink A, kad liestu� de�sinia�ja� atkarpa� (tik tada ratas gal
es
ried
eti �zemyn).

Kol ratas rieda tiesiu pavir�siumi, jo stebul
es trajektorija yra atkarpa, lygiagreti su tuo
pavir�siumi. Ratas pasiekia savo �zemiausia� ta�ska�, kai vis dar liesdamas �slaita�, kuriuo rieda
�zemyn, palie�cia ir de�sinesni� �slaita�. Tada ratas i�s karto ima ried
eti nauju �slaitu auk�styn. Taigi
�cia persivertimo n
era, o trajektorija yra dvi atkarpos bendru galu, lygiagre�cios su �slaitais.

Lankai ties kalnu� vir�s	un
emis ir susikertan�cios atkarpos, lygiagre�cios su �slaitais, sl
eniuose
pavaizduoti atsakyme E.

6. C 13

! Barboros kair
eje turime keturias mergaites ir tada po ju� Agota�. Barboros de�sin
eje turime sep-
tynias mergaites ir tada po ju� Agota�. Taigi rateli� i�s eil
es sudaro: Barbora, keturios mergait
es,
Agota ir dar septynios mergait
es. I�s viso turime 1 + 4 + 1 + 7 = 13 mergai�ciu�.

7. E

! Apskritimo, ribojan�cio skrituli�, ilgis lygus 2π · 1 = 2π. Tarkime, riedantis skritulys atlieka
pilna� apsisukima� aplink savo centra�. Galima i�sivaizduoti aplink ji� apvyniota� ir jam riedant ant
atkarpos liekanti� si	ula�: atsivyniojusio si	ulo ilgis bus 2π. Taigi skritulys nuried
es atstuma� 2π.

K L

Nuried
eje�s atstuma� 11π = 5 · 2π + 1
2
· 2π, skritulys atliks 5 pilnus apsisukimus ir dar

puse� pilno apsisukimo. Taigi ties ta�sku L skritulys bus pasisuke�s 180◦ kampu, t. y. apsiverte�s
auk�styn kojomis. Balta i�spjova, buvusi vir�suje, atsidurs apa�cioje. Be to, spalvu� tvarka, einant
pagal laikrod�zio rodykle�, skrituliui sukantis nekinta: balta, juoda, pilka. Tod
el juoda i�spjova
atsidurs kair
eje, o pilka de�sin
eje.

8. C 70 %

! Sezono metu Martynas bus sulo�se�s 15 + 5 = 20 partiju� ir laim
eje�s 9 + 5 = 14 i�s ju�. Taigi
laim
etu� partiju� dalis bus lygi 14

20
· 100% = 14 · 5% = 70%.
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9. A 1
2

! Kadangi vaikai sudar
e 1
8
visu� sve�ciu�, tai suaugusieji sudar
e 1− 1

8
= 7

8
visu� sve�ciu�. Vyrai sudar
e

3
7
suaugusiu�ju�, tod
el jie sudar
e 3

7
· 7
8
= 3

8
visu� sve�ciu�. Moteru� dali� gauname, at
eme� vaikus ir

vyrus:

1− 1

8
− 3

8
=

1

2
.

10. C 7

! Tai kiek klastingas loginis u�zdavinys, nes duoti skai�ciai 203, 117 ir 28 atsakymui i�takos neturi.

Jei tarp i�strauktu� sagu� n
era triju� vienos spalvos sagu�, tai kiekvienos i�s 3 spalvu� turime po
daugiausiai 2 sagas, taigi i�s viso daugiausiai 3 · 2 = 6 sagas. Tod
el jei sagu� i�straukta daugiau
nei 6 (bent 7), tai trys vienos spalvos sagos tarp ju� b	utinai yra.

Kita vertus, pas
emus ne daugiau kaip 6 sagas, galima i�straukti po ne daugiau kaip dvi
kiekvienos spalvos sagas, ir tada u�zdavinio sa�lyga nebus tenkinama.

Taigi, 6 ar ma�ziau sagu� neu�ztenka, o 7 sagu� u�ztenka.

11. C 35

! Trapecijos ABCD ir trikampio ADE auk�stin
e yra ta pati.
Jei jos ilgis yra h, tai �siu� �g	uru� plotai lyg	us

SABCD =
h · (AB + CD)

2
ir SADE =

h · AE
2

.

Trapecijos ABCD plotas padalytas i� dvi lygias dalis, viena i�s kuriu� yra trikampio ADE plotas.
Tod
el

1 : 2 = SADE : SABCD = AE : (AB + CD).

Vadinasi, AE = (AB + CD) : 2 = (50 + 20) : 2 = 35.

(Sprendime galima panaudoti ir trapecijos BCDE ploto formule� SBCDE = h·(EB+CD)
2

=

= h·(AB−AE+CD)
2

.)

A E B

CD

12. E 40

! Ketur�zenkliai skai�ciai i�s eil
es yra 1000, 1001, 1002, . . ., 9998, 9999.

Tarkime, skai�cius A yra ketur�zenklis. Tada A+20 atitinkamai lygu 1020, 1021, 1022, . . .,
10018, 10019, ir tai turi b	uti neketur�zenklis skai�cius. Tinka 20 reik�smiu�: kai A + 20 = 10000,
10001, . . ., 10019 ir atitinkamai A = 9980, 9981, . . ., 9999.

Tarkime, skai�cius A + 20 yra ketur�zenklis. Tada A atitinkamai lygu 980, 981, 982, . . .,
9978, 9979, ir tai turi b	uti neketur�zenklis skai�cius. Tinka 20 reik�smiu�: kai A = 980, 981, . . .,
999 ir atitinkamai A+ 20 = 1000, 1001, . . ., 1019.

I�s viso gavome 40 galimu� A reik�smiu�.
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!! I�sivaizduokime koordina�ciu� a�si� ir joje raudonai pa�zym
etus ketur�zenklius skai�cius. U�zdavinyje
klausiama, kiek a�syje yra nat	uraliu�ju� ta�sku� poru�, kur atstumas tarp ta�sku� yra 20 ir lygiai
vienas ta�skas yra raudonas. Kairiausia tokia pora gaunama, kai de�sinysis ta�skas yra kairiausias
raudonas ta�skas 1000. Toliau tinka ta�sku� poros, gaunamos �sia� kairiausia� pora� paslinkus per 1,
per 2, . . ., per 19 i� de�sine�. Taigi ties 1000 gavome 20 poru�. Paslinkus per 20, kairysis poros
ta�skas tampa raudonas, kaip ir de�sinysis. Toliau abu ta�skai bus raudoni, kol nepasieksime
9999. D
el simetrijos ties 9999 taip pat gausime 20 poru�, i�s kuriu� paskutin
e bus de�siniausia
galima. Taigi i�s viso gauname 40 ta�sku� poru�.

13. D 1
2

? Galima nusp
eti, kad papild�zius br
e�zini� trikampio pusiauk-
ra�stin
emis ir vidurio linijomis, trikampis padalijamas i� 24 ly-
gius trikamp
elius (�zr. pav.). Pus
e i�s ju� (12) sudaro nuspalvinta�
�se�siakampi�, tod
el jo plotas lygus pusei trikampio ploto.

Ta� pati� rezultata� galima gauti, pradini� trikampi� padalijus i�
12 didesniu� lygiu� trikamp
eliu� (riebesn
es linijos paveiksl
elyje).

! Pagri�skime ? dalies i�svada�. Visu� pirma, vidurio linijos dalija lygiakra�sti� trikampi� i� keturis
trikampius. Kiekviena vidurio linija lygi pusei did�ziojo trikampio kra�stin
es, tod
el �sie keturi
trikampiai lygiakra�s�ciai ir lyg	us (paga kra�stines). Nubr
e�zus keturiu� lygiu� trikampiu� pusiauk-
ra�stines, jos sutaps su auk�stin
emis, tod
el ir su pradiniame br
e�zinyje nuleistais �se�siais statme-
nimis. Kiekviena� i�s keturiu� trikampiu� jos dalija i� �se�sis trikamp
elius, kurie lyg	us tarpusavyje
(bet kurie du gretimi � d
el simetrijos; lygiakra�s�cio trikampio bet kuri pusiaukra�stin
e yra jo
simetrijos a�syje). Taip ir gauname i�s viso 24 lygius trikamp
elius, minimus ? dalyje.

U�zdavini� galima spre�sti ir kitaip: rei�skiant pradinio br
e�zinio trikamp
eliu� bei keturkamp
eliu�
plotus per did�ziojo trikampio kra�stin
es ilgi�, naudojantis pana�siaisiais trikampiais, pusiauk-
ra�stin
es savybe. Ta�ciau toks sprendimas b	utu� ilgesnis.

14. C 17

? Kadangi triju� kvadratu� vidurkis 770 : 3 yra �siek tiek didesnis u�z 256 = 162, tai bent vienas
i�s kvadratu� turi b	uti didesnis u�z 162 ir bent vienas i�s kvadratu� � ma�zesnis u�z 172. Tada trys
i�s eil
es einantys skai�ciai yra arba 15, 16, 17, arba 16, 17, 18. Antruoju atveju kvadratu� suma
b	utu� nelygin
e. Vadinasi, did�ziausias i�s triju� skai�ciu� yra 17.

! I�s eil
es einan�cius skai�cius galima pa�zym
eti n, n + 1, n + 2, pakelti kvadratu ir sud
eti, o gauta�
suprastinta� rei�skini� prilyginti 770. Gautume standartiniu metodu i�ssprend�ziama� kvadratine�
lygti�. Ta�ciau simetrijos poj	utis gali pagreitinti sprendima�.

Pa�zym
ekime tris skai�cius kitaip: n− 1, n ir n+ 1. Rei�skinyje

(n− 1)2 + n2 + (n+ 1)2 = n2 − 2n+ 1 + n2 + n2 + 2n+ 1 = 3n2 + 2

i�ssiprastina tiesiniai nariai ir gaunama paprastesn
e lygtis 3n2 + 2 = 770. Tada 3n2 = 768
ir n2 = 768 : 3 = 256 = 162. Taigi n = 16. Did�ziausias i�s triju� nat	uraliu�ju� skai�ciu� yra
n+ 1 = 17.
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15. B
1 0 b l u e , 8 r e d

6 mėlyni, 4 raudoni

? D
e�z
eje D m
elynu� ir raudonu� rutuliu� yra po lygiai, o kitose d
e�z
ese m
elynu� rutuliu� yra daugiau
nei raudonu�, taigi �sios d
e�z
es rinktis tikrai neapsimoka. D
e�z
ese C ir E m
elynu� ir raudonu�
rutuliu� santykis toks pats, 4 : 3. Tod
el jos yra lygiavert
es, jas galima atmesti, nes negali
b	uti dvieju� teisingu� atsakymu�. Tikimyb
e i�straukti m
elyna� rutuli� i�s d
e�z
es B nepakis, jei abieju�
spalvu� rutuliu� skai�ciu� joje padvigubinsime. Tada likusiose d
e�z
ese A ir B raudonu� rutuliu� bus
po lygiai, bet d
e�z
eje B m
elynu� rutuliu� bus daugiau. Dabar ai�sku, kad apsimoka rinktis d
e�ze� B.

A)
1 0 b l u e , 8 r e d

10 mėlynų, 8 raudoni
B)

1 0 b l u e , 8 r e d

6 mėlyni, 4 raudoni
C)

1 0 b l u e , 8 r e d

8 mėlyni, 6 raudoni
D)

1 0 b l u e , 8 r e d

7 mėlyni, 7 raudoni

E)
1 0 b l u e , 8 r e d

12 mėlynų, 9 raudoni

! Jeigu vienoje d
e�z
eje b	utu� tik 5 rutuliai, bet visi m
elyni, o kitoje d
e�z
eje 100 m
elynu� ir 1000
raudonu� rutuliu�, tai Audrius, �zinoma, tur
etu� rinktis pirma�ja� d
e�ze�. Audriui apsimoka pasirinkti
ne ta� d
e�ze�, kurioje yra daugiau m
elynu� rutuliu�, o ta�, i�s kurios i�straukti m
elyna� rutuli� yra
did�ziausia tikimyb
e. Pateiktame pavyzdyje i�s pirmos d
e�z
es i�straukti m
elyna� rutuli� tikimyb
e
yra 1, o i�s antros � gana nedidel
e: tai i�vyktu� tik 100 atveju� i�s 1000 + 100, t. y. tikimyb
e lygi

100
1000+100

= 1
11
.

Vadinasi, reikia nustatyti, kuri i�s tikimybiu�

A)
10

10 + 8
=

5

9
, B)

6

6 + 4
=

3

5
, C)

8

8 + 6
=

4

7
,

D)
7

7 + 7
=

1

2
, E)

12

12 + 9
=

4

7

did�ziausia. Lygias tikimybes d
e�z
ems C ir E galima b	utu� atmesti be tikrinimo. Be to, lengva
matyti, kad tikimyb
e D ma�ziausia. Ta�ciau nesunku ir patikrinti visas nelygybes: 1

2
< 5

9
< 4

7
<

< 3
5
. Did�ziausia yra tikimyb
e B.

16. B 7

! Arnoldas turi pasirinkti tris savait
es dienas, kuriomis treniruosis visa� pusmeti�. Jis negali
pasirinkti gretimu� savait
es dienu� (sekmadienis ir po jo einantis pirmadienis taip pat gretimi).

Tarkime, Arnoldas pasirinko pirmadieni�. Tada likusios dvi treniruo�ciu� dienos turi b	uti
nuo tre�ciadienio iki �se�stadienio. Jis gali pasirinkti tre�ciadieni�, o tada arba penktadieni�, arba
�se�stadieni� (dvi galimyb
es). Arba jis gali nesirinkti tre�ciadienio, bet tada b	utinai ketvirtadieni�
ir �se�stadieni� (tre�cia galimyb
e).

Tarkime, Arnoldas pasirinko antradieni�. Tada likusios dvi treniruo�ciu� dienos turi b	uti
nuo ketvirtadienio iki sekmadienio. V
el analogi�skai gauname 3 galimybes, kurios nesutampa
pirmomis trim, kur Arnoldas pasirinke�s pirmadieni�.

Tarkime, Arnoldas nepasirinko nei pirmadienio, nei antradienio. Tada jis turi pasirinkti
tris dienas nuo tre�ciadienio iki sekmadienio. �Cia tik viena galimyb
e: tre�ciadienis, penktadienis,
sekmadienis.

I�s viso gauname 3 + 3 + 1 = 7 galimybes.
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!! Savait
es dienas patogu i�sivaizduoti kaip ta�skus, pa�zym
etus i�s eil
es ratu pagal laikrod�zio rodykle�.
Reikia pasirinkti tris ta�skus taip, kad jokie du neb	utu� gretimi. Tada like� 4 ta�skai patenka i� tris
tarpus tarp pasirinktu�ju� ta�sku�: kiekviename i�s triju� tarpu� po ta�ska�, o viename i�s tarpu� � dar
vienas ta�skas. Taigi yra du tarpai su vienu ta�sku ir vienas tarpas su dviem. Tada pradedant
nuo dvieju� ta�sku� tarpo ta�sku� seka tokia: N, N, P, N, P, N, P (N � nepasirinktas ta�skas, o
P � pasirinktas). Lieka 7 galimyb
es: �si seka gali prasid
eti bet kuria i�s savait
es 7 dienu�. �Sios
galimyb
es skirtingos, nes dvi gretimos nepasirinktos dienos kaskart vis kitos.

17. A 160 cm

! Elenos 	ugis yra per viduri� tarp Eligijaus ir Egidijaus 	ugio, tod
el Elenos, Eligijaus bei Egidijaus
	ugiu� suma lygi trigubam Elenos 	ugiui. Visu� keturiu� 	ugiu� suma lygi keturgubam vidurkiui.
Tod
el ketvirtasis (Ovidijaus) 	ugis lygus

4 · 178− 3 · 184 = 4 · 178− 3 · (178 + 6) = 4 · 178− 3 · 178− 3 · 6 = 178− 18 = 160 (cm).

!! Tarkime, Elena yra a cm �zemesn
e u�z Eligiju�. Tada Eligijaus 	ugis yra 184 + a cm, Egidijaus
	ugis yra 184− a cm, Ovidijaus 	ugis yra (184− a)− a = 184− 2a (cm). Tada

178 =
184 + (184− a) + (184 + a) + (184− 2a)

4
=

4 · 184− 2a

4
= 184− a

2
.

Gauname a
2
= 6 ir a = 12. Taigi, Ovidijaus 	ugis lygus 184− 2 · 12 = 160 (cm).

18. D 31

? Reikia su�zinoti, i�s kokiu� skai�ciu� dalijasi skai�cius 882. Tam i�sskaidykime ji� pirminiais daugikliais:

882 : 2 = 441, 441 : 3 = 147, 147 : 3 = 49 = 72.

Taigi 882 = 2 · 32 · 72. Dabar ai�skiai matyti, kad �sis skai�cius dalijasi i�s 1, 2, 3, 6, 7, 9, 14 ir
nesidalija i�s kitu� nat	uraliu�ju� skai�ciu�, ma�zesniu� u�z 18. Sp
eliojant, kaip sugrupuoti pirminius
daugiklius, kad gautume keturis skirtingus skai�cius, galima aptikti, jog 882 = 1 · 7 · 9 · 14.
Vadinasi, pusseseriu� am�ziu� suma gali b	uti lygi 1 + 7 + 9 + 14 = 31.

! Gavus skaidini� 882 = 2 · 32 · 72, galima ir nesp
elioti. Nagrin
ekime did�ziausius pirminius dau-
giklius � du septynetus. I�s ju� turi dalytis pusseseriu� am�ziai. Kadangi 72 > 18, tai bus dvi
skirtingos pusseser
es. Vieninteliai du nat	uralieji skai�ciai, ma�zesni u�z 18 ir dal	us i�s 7, yra 7 ir
14. Tod
el jie ir bus tu� dvieju� pusseseriu� am�ziai. Like� du metu� skai�ciai turi b	uti sudaryti i�s
dvieju� trejetu�, t. y. ju� sandauga lygi 32 = 9. Tada tie skai�ciai yra 3 ir 3 (netinka, nes skai�ciai
turi b	uti skirtingi) arba 1 ir 9. Taigi turime vienintele� galimybe�: 7 + 14 + 1 + 9 = 31.
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19. D 0

? Tr	ukstamus lentel
es skai�cius pa�zym
ekime raid
emis (�zr. pav.). Imkime
a = b = c = 0 (galima parinkti ir kitokias reik�smes). Tada bet kurio 2× 2
kvadrato skai�ciu� suma turi b	uti lygi 3. Tuo remdamiesi, baigiame pildyti
lentele�: A = 1, B = 2, x = 0.

2

3 1a

b c

A

B

x

! Kadangi 3 + a + b + c = 1 + a + B + c (vir�sutiniai 2 × 2 kvadratai; �zr. pav.), tai B = b + 2.
Kadangi 2 + A + b + c = x + A + B + c (apatiniai 2 × 2 kvadratai), tai x = 2 + b − B = 0.
(Dalyje ? jau i�rod
eme, kad reikiamas kvadratas egzistuoja.)

20. D 15

! Po bet kurio Mik
es klaidingo teiginio eina du teisingi, o po bet kuriu� dvieju� teisingu� teiginiu�
� klaidingas. Tod
el Mik
es teisingu� ir klaidingu� teiginiu� sekoje klaidingas kas tre�cias: . . . T, K,
T, T, K, T, T, K, T . . . Taigi yra trys galimyb
es, kurie i�s �se�siu� duotu� Mik
es teiginiu� klaidingi:
1) pirmasis ir ketvirtasis; 2) antrasis ir penktasis; 3) tre�ciasis ir �se�stasis.

Kiekviena� i�s atveju� b	utu� galima patikrinti atskirai, bet ver�ciau i�s karto pasteb
ekime, kad
du teiginiai vienas kitam prie�starauja: skai�cius negali b	uti didesnis u�z 50 ir ma�zesnis u�z 30.
Vienas i�s teiginiu� � antrasis arba ketvirtasis � yra klaidingas. Lieka galimyb
es 1) ir 2), tod
el
tre�ciasis ir �se�stasis teiginiai teisingi: Mik
es dvi�zenklis skai�cius lyginis ir turi skaitmeni� 7. �Sio
skai�ciaus vienetu� skaitmuo lyginis ir nelygus 7. Vadinasi, turime skai�ciu�, kurio vienetu� skaitmuo
lyginis, o de�sim�ciu� skaitmuo yra 7. Belieka patikrinti skai�cius 70, 72, 74, 76, 78. Antrasis
teiginys teisingas, o ketvirtasis klaidingas, tod
el penktasis teiginys teisingas, o pirmasis � ne:
skai�cius dalijasi i�s 3, bet neturi skaitmens 2. �Sias savybes turi tik skai�cius 78. Jo skaitmenu�
suma yra 7 + 8 = 15.

21. D
√
20182 + 2

? Keturkampio i�stri�zainiu� sankirtos ta�ska� pa�zym
ekime O. Statie-
siems trikampiams OAB, OBC, OCD, ODA pritaikykime Pitagoro
teorema�:

OA2 +OB2 = 20172, OB2 +OC2 = 20182,

OC2 +OD2 = 20192, OD2 +OA2 = AD2.

Jei sud
esime pirma�ja� ir tre�cia�ja� lygybes arba antra�ja� ir ketvirta�ja� lygybes, kair
eje gausime ta�
pati�: OA2+OB2+OC2+OD2. Tod
el lygios ir de�siniosios pus
es: 20172+20192 = 20182+AD2,
arba

AD2 = 20172 + 20192 − 20182.

Taigi 20172 < AD2 < 20192 ir galime atmesti atsakymus A ir E, taip pat ir C, nes nesunku
nusp
eti, kad

√
20202 − 4 ≈ 2020. Be to, AD2 paskutinis skaitmuo sutampa su 72 + 92 − 82

paskutiniuoju skaitmeniu 9 + 1 − 4 = 6. I�s likusiu� atsakymu� B) AD2 = 20182 = . . . 4 ir
D) AD2 = 20182 + 2 = . . . 6 tinka D.

A B

CD

O

2019

20
18

2017
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! Dalyje ? gautoje lygyb
eje AD2 = 20172 + 20192 − 20182 vidurine� i�s triju� gretimu� reik�smiu�
pa�zym
ekime 2018 = a. Tada

AD2 = (a− 1)2 + (a+ 1)2 − a2 = a2 + 2a+ 1 + a2 − 2a+ 1− a2 = a2 + 2.

Taigi, AD =
√
a2 + 2 =

√
20182 + 2.

22. E 1
3

! Nagrin
ekime skai�ciu� poras (a, b), kur a yra kauliuko pirmojo metimo metu atvirte�s skai�cius,
o b � antrojo metimo metu atvirte�s skai�cius. I�s viso tokiu� galimu� poru� yra 6 · 6 = 36, taigi
turime 36 baigtis. Svarbu suvokti, kad visos baigtys vienodai galimos. Reikia nustatyti, kelios
baigtys yra palankios i�vykiui ½ab < 0�, t. y. kiek yra tokiu� poru� (a, b).

Dvieju� skai�ciu� sandauga neigiama tada ir tik tada, kai vienas i�s ju� neigiamas, o kitas
teigiamas. Turime du teigiamus skai�cius 1 ir 2 bei tris neigiamus skai�cius −3, −2, −1. Tod
el
yra 2 · 3 = 6 poros, kur a > 0 ir b < 0, ir tiek pat poru�, kur a < 0 ir b > 0. I�s viso gavome
6 + 6 = 12 palankiu� baig�ciu�. I�vykio tikimyb
e lygi 12

36
= 1

3
.

23. C 7

? Imkime ab = 13 (ar kita� didesni� pirmini� skai�ciu�) ir nagrin
ekime skai�ciaus n = 131313 daluma�.
Galima remtis dalumo po�zymiais: paskutinis skaitmuo 3 nelyginis, nelygus 0 nei 5, tod
el n
nesidalija nei i�s 2, nei i�s 5. Skaitmenu� suma 12 nesidalija i�s 9, tod
el ir pats skai�cius nesidalija
i�s 9. Yra ir dalumo i�s 11 po�zymis, bet jo ne�zinant juk galima nepating
eti padalyti n i�s 11
kampu: gaunamas dalmuo 11937 ir liekana 6. Taigi bendru atveju skai�cius ababab i�s 2, 5, 9 ir
11 dalijasi neb	utinai. Renkam
es likusi� atsakyma� C.

! Galima i�rodyti, kad skai�cius ababab b	utinai dalijasi i�s 7, kad ir koks beb	utu� pradinis skai�cius
ab. Norint tai pamatyti, verta skai�ciaus ababab i�srai�skoje pradini� skai�ciu� atskirti:

ababab = ab0000 + ab00 + ab = ab · 10000 + ab · 100 + ab =

= ab · (10000 + 100 + 1) = ab · 10101.

Dabar belieka pasteb
eti, kad 10101 : 7 = 1443 ir tod
el ababab : 7 = ab · 1443.
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24. E 13

! Jei kode yra skaitmuo 7, tai jis pasikartoja 7 kartus: 7777777.

Jei kode yra skaitmuo 6, tai jis pasikartoja 6 kartus. Like�s skaitmuo pasikartoja lygiai
viena� karta�, tod
el tai skaitmuo 1. Gauname kodus 6666661 ir 1666666.

Jei kode yra skaitmuo 5, tai jis pasikartoja 5 kartus. Lieka du skaitmenys, kurie negali b	uti
skirtingi, nes pasikartotu� po viena� karta� ir abu b	utu� lyg	us 1. Taigi turime du lygius skaitmenis,
o skaitmuo, pasikartojantis lygiai du kartus, tegali b	uti 2. Gauname kodus 5555522 ir 2255555.

Jei kode yra skaitmuo 4, tai jis pasikartoja 4 kartus ir lieka dar trys skaitmenys. Jie ir
v
el negali b	uti visi skirtingi. Tada arba visi trys skaitmenys lyg	us, arba du i�s ju� lyg	us, o
tre�cias kitoks. Pirmu atveju jie lyg	us skaitmeniui 3, gauname kodus 4444333 bei 3334444.
Antru atveju du lyg	us skaitmenys yra dvejetai, o vienas kitoks yra vienetas. Gauname kodus
4444221, 4444122, 2244441, 2214444, 1444422, 1224444.

Tarkime, kad kode n
era skaitmenu� 7, 6, 5, 4. Taip pat jame negali b	uti skaitmenu� 8 ir
9 (jie pasikartotu� per daug kartu�). Tada kode t
era daugiausiai vienas vienetas, du dvejetai ir
trys trejetai (ir, �zinoma, n
e vieno nulio): i�s viso daugiausiai 1+2+3 = 6 skaitmenys. Gavome
prie�stara�.

I�s viso gavome 1 + 2 + 2 + 2 + 6 = 13 kodu�.

!! Kode negali b	uti skaitmenu� 8, 9 (jie pasikartotu� per daug kartu�) ir 0 (negali pasikartoti n
e
karto). Koda� turi sudaryti fragmentai 7777777, 666666, 55555, 4444, 333, 22, 1, panaudoti po
daugiausiai viena� karta�.

Pirmasis fragmentas pats vienas sudaro koda�.

Prie antrojo fragmento tegalima prira�syti 1 priekyje arba gale (2 kodai).

Prie tre�ciojo fragmento prira�sius 22 priekyje arba gale, gaunamas pilnas kodas; ilgesnio
fragmento prira�syti negalima, o prira�sius tik 1, kodas per trumpas (2 kodai).

Prie ketvirtojo fragmento 4444 prira�sius 333 priekyje arba gale, gaunamas pilnas kodas,
o ilgesnio fragmento prira�syti negalima (2 kodai). Naudojant 4444 ir atsisakius 333, b	utina
panaudoti ir 22, ir 1, kad kode b	utu� 7 skaitmenys. I�s 3 fragmentu� 4444, 22 ir 1 galima sudaryti
3! = 6 k
elinius (6 kodai).

Nenaudojant n
e vieno i�s pirmu�ju� keturiu� fragmentu�, i�s likusiu� triju� fragmentu� sudarytas
kodas per trumpas.

I�s viso gauname 1 + 2 + 2 + 2 + 6 = 13 kodu�.
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25. B 14

! Padalykime piramide� i� 6 vienodas trilanges dalis ir tris atliekamus langelius, tris piramid
es
skai�cius pa�zym
ekime x, y, z (�zr. pav.). Vir�s �siu� triju� skai�ciu� turi b	uti u�zra�syti skai�ciai x+ y ir
y + z, o vir�s �siu� dvieju� skai�ciu� � skai�cius (x+ y) + (y + z) = x+ 2y + z.

Nagrin
ekime bet kuria� trilange� dali�. Trys skai�ciai joje negali b	uti visi nelyginiai: jei jos
apa�cioje yra nelyginiai skai�ciai a ir b, tai vir�suje u�zra�sytas skai�cius a + b yra lyginis. Taigi
kiekvienoje i�s 6 trilangiu� daliu� yra daugiausiai 2 nelyginiai skai�ciai. Vadinasi, visose trilang
ese
dalyse yra daugiausiai 6 · 2 = 12 nelyginiu� skai�ciu�.

Likusiuose trijuose langeliuose turime pana�sia� situacija�. Trys juose esantys skai�ciai negali
b	uti visi nelyginiai: jei apa�cioje skai�ciai x ir z nelyginiai, tai vir�suje skai�cius x+2y+ z lyginis.
Taigi v
el turime daugiausiai 2 nelyginius skai�cius. Tada visoje piramid
eje yra daugiausiai
12 + 2 = 14 nelyginiu� skai�ciu�.

Kaip gauti 14 nelyginiu� skai�ciu�, parodyta paveiksl
elyje (svarbus tik skai�ciu� lyginumas
apatin
eje eilut
eje; yra ir kitas b	udas, kaip joje parinkti skai�ciu� lyginuma�: 1, 1, 2, 1, 1, 2).

26. E 143◦

? Praleista�ji� kampa� pa�zym
ekime x◦, o daugiakampio vir�s	uniu� skai�ciu� pa�zym
ekime n. Daugia-
kampio, turin�cio n vir�s	uniu�, kampu� suma lygi (n − 2) · 180◦. Jei Arimantas neb	utu� pamete�s
kampo, tai gautu� kampu� suma� (n− 2) · 180◦ = 2017◦ + x◦.

Taigi 2017 + x yra nat	uralusis skai�cius, dalus i�s 180. I�s pateiktu� atsakymu� tinka tik
E) x = 143.
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! Dalyje ? gavome, kad 2017 + x yra nat	uralusis skai�cius, dalus i�s 180. Kadangi

2017 = 1800 + 217 = 180 · 10 + 180 + 37 = 180 · 11 + 37,

tai ma�ziausia galima 2017+ x reik�sm
e yra 180 · 12 ir tada x = 180− 37 = 143. Jei 2017+ x >
> 180 · 13, tai x > 143+180. Ta�ciau kadangi daugiakampis i�skilasis, tai 0◦ < x◦ < 180◦. Taigi
x◦ = 143◦ yra vienintel
e galima reik�sm
e.

27. B 28 cm

? Skriemuliu� A, B ir C perimetrus atitinkamai pa�zym
ekime PA cm, PB cm ir PC = 30 (cm).

I�sivaizdavus, kaip vienu metu sukasi du skriemuliai ir juos jungiantis dir�zas, galima nujaus-
ti, kad dir�zui sukantis (tiksliau, visiems jo kaip kreiv
es ta�skams vienu metu judant) pastoviu
duotu (linijiniu) grei�ciu, tuo pa�ciu (linijiniu) grei�ciu jud
es ir kiekvieno skriemulio kra�stas (visi
jo ta�skai vienu metu). Tod
el skriemulio pilno apsisukimo laikas yra proporcingas skriemulio
perimetrui: kuo didesnis perimetras, tuo ilgiau jo kra�sto ta�skas keliauja ratu ir tuo ma�ziau
kartu� sp
eja apsisukti skriemulys per duota� laika�.

Taigi, jei dir�zu sujungtu� skriemuliu� B ir C apsisukimu� per tam tikra� laika� santykis yra
6 : 7, tai ju� perimetru� santykis yra atvirk�s�cias: PB : PC = 7 : 6. Analogi�skai PA : PB = 4 : 5.
Tada PB = 7PC : 6 = 7 · 30 : 6 = 35 (cm) ir PA = 4PB : 5 = 4 · 35 : 5 = 28 (cm).

! Skriemulio kra�sta� ir prie to kra�sto priglundanti� dir�za� galima matemati�skai interpretuoti kaip
i�s dalies sutampan�cias kreives, kuriomis ratu juda ta�skai. Visa� laika� dalis dir�zo ta�sku� sutampa
su skriemulio kra�sto ta�skais ir juda kartu su jais. Tokiu� ta�sku� per bet koki� laika�, kurio metu jie
sutampa, nueinami atstumai yra vienodi. Tod
el ir visu� skriemulio kra�sto bei dir�zo ta�sku� per ta�
laika� nueinami atstumai yra vienodi. �Si savyb
e galioja bet kuriam pakankamai trumpam laiko
tarpui (galima rasti per visa� laika� sutampan�cius dir�zo ir skriemulio kra�sto ta�skus). Ta�ciau
tada ji galioja bet kokiam laiko tarpui, nes ji� galima padalyti i� pakankamai trumpus.

Skriemuliu� A ir B perimetrus atitinkamai pa�zym
ekime PA cm ir PB cm.

Kol skriemulys apsisuka viena� karta�, bet kuris jo kra�sto ta�skas nueina atstuma�, lygu�
skriemulio perimetrui, tod
el ir bet kuris skriemuli� juosian�cio dir�zo ta�skas nueina atstuma�, lygu�
skriemulio perimetrui.

Vadinasi, kai C apsisuka 7 kartus, o B apsisuka 6 kartus, tai tuo metu B ir C jungiantis
dir�zas (visi jo ta�skai) pasisuka per 7 · 30 cm arba per 6PB cm. Taigi 6PB = 7 · 30 ir PB =
= 35 (cm). Analogi�skai nagrin
edami skriemulius A ir B, gauname, kad 5PA = 4PB. Tod
el
PA = 4PB : 5 = 4 · 35 : 5 = 28 (cm).
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28. A Tik a arba g

? Galime palengvinti u�zdavini� ir i�s kiekvieno i�s skai�ciu� a, b, c, d, e, f, g atimti po 286, taip i�s sekos
su suma 2017 gaunant sveiku�ju� skai�ciu� seka� a0, b0, c0, d0, e0, f0, g0 su suma 2017− 286 · 7 = 15.
Gretimi skai�ciai v
el skiriasi vienetu.

Imkime a = 286 ir a0 = 0. Nagrin
ekime papras�ciausia� seka� 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Jos nariu�
suma yra 21, o ne 15, tod
el ma�zinkime did�ziausius narius. Su seka 0, 1, 2, 3, 4, 5, 4 jau
gauname suma� 19, su seka 0, 1, 2, 3, 4, 3, 4 � suma� 17, o su seka 0, 1, 2, 3, 4, 3, 2 � suma� 15,
kurios mums ir reikia. V
el prid
eje� prie sekos nariu� po 286, gausime seka� 286, 287, 288, 289,
290, 289, 288, tenkinan�cia� sa�lyga�.

Lieka atsakymai A ir E. Kad atmestume E, patikrinkime, pavyzd�ziui, atveji� c = 286 ir
c0 = 0. Net parinkdami did�ziausias galimas skai�ciu� reik�smes

b0 = d0 = 1, a0 = e0 = 2, f0 = 3, g0 = 4,

gausime suma� 13 < 15. Taigi c 6= 286 (ir analogi�skai e 6= 286), tod
el mums lieka atsakymasA.

?? Bet kurie du gretimi skai�ciai skiriasi vienetu, tod
el vienas i�s ju� lyginis (L), o kitas nelyginis
(N). Tada duotoje sekoje kas antras skai�cius nelyginis: turime arba seka� N, L, N, L, N, L,
N, arba seka� L, N, L, N, L, N, L. Pirmuoju atveju 4 nelyginiu� ir 3 lyginiu� skai�ciu� suma b	utu�
lygin
e, taigi nelygi 2017. Vadinasi, skai�ciai b, d ir f yra nelyginiai, jie negali b	uti lyg	us 286.
Lieka atsakymai A ir C. Pastara�ji� galima atmesti, kaip ? dalyje i�rodant, jog c 6= 286.

! Kad c, e 6= 286, i�rod
eme ? dalyje, o kad b, d, f 6= 286, i�rod
eme ?? dalyje. Be to, ? dalyje
radome pavyzdi� su a = 286. Jei �sio pavyzd�zio skai�cius u�zra�sysime atbula tvarka, gausime
pavyzdi� su g = 286.

29. D 6

! Skai�ciai a = PA ir b = MB sveikieji. Apskritimo
spindulys MB statmenas liestinei PB ir lygus kitam
spinduliui AM . Trikampis PBM statusis ir jam ga-
lime pritaikyti Pitagoro teorema�:

BP 2+BM2 = PM2 = (PA+AM)2 = (PA+MB)2,

(PA+6)2+MB2 = (PA+MB)2, (a+6)2+b2 = (a+b)2.

Suprastinkime ir gaukime ekvivalen�cia� paprastesne� lygybe�:

a2 + 12a+ 36 + b2 = a2 + 2ab+ b2, 12a+ 36 = 2ab,

6a+ 18 = ab, a(b− 6) = 18.

Skai�cius a > 0 yra skai�ciaus 18 daliklis: a = 1, 2, 3, 6, 9 arba 18. Atitinkamai b = =
24, 15, 12, 9, 8 arba 7.

M

P

B

A
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N
era visai akivaizdu, kad visi 6 atvejai galimi. Kiekvienu i�s ju� galioja a(b − 6) = 18,
tod
el ir ekvivalenti lygyb
e (a+6)2 + b2 = (a+ b)2. Pagal Pitagoro teorema� egzistuoja statusis
trikampis PBM su kra�stiniu� ilgiais PB = a+6,MB = b ir PM = a+b. I��zambine� PM galima
ta�sku A padalyti i� atkarpas, kuriu� ilgiai yra a = PA ir b = AM = MB. Tada apskritimas
su centru M bei spinduliu MB eina per A; jis lie�cia tiese� PB, nes ∠PBM = 90◦. Gavome
u�zdavinio situacija�. Taigi MB gali i�gyti visas �se�sias rastas skai�ciaus b reik�smes.

30. A 10

! Nagrin
ekime mergai�ciu� pad
etis tuo metu, kai jos suplojo pirma� karta�. Mergaite� �zym
ekime raide
K, jei ji pasisukusi i� kaire�, ir raide D, jei i� de�sine�. �Zi	ur
edami i� rateli� i�s vir�saus ir eidami pagal
laikrod�zio rodykle�, nagrin
ekime gretimu� mergai�ciu� poras. Kombinacijos DD ir KK rei�skia, kad
mergait
es �zvelgia i� ta� pa�cia� puse�. Kombinacija DK rei�skia, kad mergait
es stovi nusigre��zusios
viena nuo kitos. Kombinacija KD rei�skia, kad mergait
es atsigre��zusios viena i� kita�. B	utent jos
ir suplojo delnais, tod
el poroms KD priklauso 10 mergai�ciu�.

Dabar eidami pagal laikrod�zio rodykle� nagrin
ekime tik poras DK ir KD, nekreipdami
d
emesio i� KK ir DD. Po poros DK b	utinai eina KD, o po KD b	utinai eina DK. Vadinasi,
poru� DK ir KD yra po lygiai (ir jokia mergait
e negali priklausyti dviem skirtingoms poroms
KD arba dviem skirtingoms poroms DK). Tod
el poroms DK, kaip ir poroms KD, priklauso 10
mergai�ciu�.

Mergait
ems nusigre��zus i� prie�singa� puse�, jas v
el analogi�skai galime pa�zym
eti raid
emis K
ir D, tik dabar kiekviena� raide� turime pakeisti kita. Suplojo mergait
es, sudaran�cios poras
KD, t. y. tos, kurios prie�s nusigre��zima� sudar
e poras DK. Vadinasi, suplojusiu� mergai�ciu� ir v
el
yra 10.



Atsakymai

Uždavinio nr. Atsakymas
1 B
2 E
3 B
4 C
5 E
6 C
7 E
8 C
9 A
10 C
11 C
12 E
13 D
14 C
15 B
16 B
17 A
18 D
19 D
20 D
21 D
22 E
23 C
24 E
25 B
26 E
27 B
28 A
29 D
30 A
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