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Pratarme

Paprastai ziurint, Kenguros konkursas téra ne ka daugiau kaip 30, o jaunesniyjy klasiy mo-
kiniams dar maziau (tiesa, labai nekasdieniy) matematikos uzdaviniy, susitikimas su kuriais uz
sprendéjo suolo trunka nepilnas dvi akademines valandas. Ir viskas. Tik tiek.

Paprastai ziurint, ir musy garsiausiojo alpinisto Vlado Vitkausko paskutinis metras jkopiant j
Everestg irgi susidéjo ne is simto judesiy, o kai kurie is juy gal ir apskritai tebuvo tik krusteléjimai.
Tiesa, tie krustelé¢jimai turéjo buti nezmoniskai sunkus.

Taciau kodél tiek daug zmoniy ty kopimy imasi j realius kalnus ir kodél net per 5 milijonus
vidurinés mokyklos mokiniy kasmet pavasarj kopia j Kenguros kalnelius? Kuo tie Kenguros kal-
neliai tokie patrauklus, kokios ten aukstumeélés atsiveria? Juk dabar jau nebeissisuksi burbteléjes:
jie meturi kg veikti, tai ir sprendinéja visokius uZdavinukus. Juk nepasakysi, kad milijonai taip
jau ir neturi ka veikti Sitokioje pramogy gadynéje.

Ar tik ne todél, kad tie milijonai gerai zino, jog baigiamajame kopime jy laukia, nors ir
jveikiami, bet kartu ir labai grazus, patrauklus uzdaviniai, kuriuos spresdamas gali uzsikabinti
pacia tauriausia to zodzio teikiama prasme? Kaip tai zinojo (o jei ne — tai suzinojo) per 50000
Lietuvos 1 — 12 klasiy mokiniy, dalyvavusiy konkurse 2015 metais. Juk konkursas — it zavus
tornadas (o tokiy irgi buna) — negriaudamas supurto jtempta mokyklos dieny tékme ir pralékes
palieka beveik nematoma, bet aiSky pédsaka visy susidurusiy su juo vaizduotése. Jo imi ilgétis
daznai pats to nesuvokdamas — zymia dalimi butent i$ to ilgesio pamatyti paprasty, graziy bei
viliojanciy uzdaviniy ir atsiranda milijonai dalyvaujanciyjy.

75 lemtingos darbo minutés kiekvieny mety kovo ménesio treciajj ketvirtadienj vainikuoja
begale jdéty pastangy ir kruopsty triusg, nejkyriai visam iSminties trokstanciam pasauliui be
paliovos jrodydamos, kad galva lauzyti prasmingai, kad ir matematikos uzduotis besprendziant,
galima patiriant zaisminguma, spéliojimo azarta, zaibiskus, netikétus proto nusvitimus.

Nepamirskime, kad vertinami yra tik dalyviy atsakymai, o atsakymag kiekvienoje uzduotyje
reikia pasirinkti (ir kuo grei¢iau!) i$ penkiy duotyju. Ar tikrai teisingas tas atsakymas, kuris
is pirmo zvilgsnio atrodo labiausiai tikétinas? Ar tas uzdavinys tikrai toks sunkus, kad verciau
ji praleisti? O gal tereikia pastebéti kokig smulkmeng, savaime nekrintancia j akis, ir uzdavinys
is karto issispres? Ar pasédéti prie sio uzdavinio dar kelias minutes? O gal verciau rizikuoti ir
is karto speti labiausiai patinkantj atsakyma? Juk jei pataikysi — priklausomai nuo uzdavinio
sunkumo gausi 3, 4 ar 5 taskus, taciau jei rizika nepasiteisins ir prasausi pro salj — bus blogiau
su Saltu buhalteriniu tikslumu atimama ketvirtis to, kas butu pridéta atsakius teisingai. (Visgi
pastebésime, kad ] minusa nusiristi Kenguros konkurse nejmanoma, nes kiekvienam mokiniui vien
uz dalyvavima dosniai skiriama 30 tasky.)

Su panasiais klausimais konkurso dalyviai susiduria daznai, nes Kenguros uzdaviniy spren-
dimai buna gana netikéti, kvieciantys sprendéjg padaryti atradimg — persokti per standartinio
mastymo barikadas. Taip milijonai sprendéjy perpranta, kokia gali buti Smaiksti uzduotis, kaip is
keliy minciy bei paprasty sakiniy jau gali sukristi jos sprendimas — Stai jau, regis, net gali atskirti,
uz kuriy salygos zodziy ar skaiciy slapstosi tikrasis atsakymas.

Dabar stabtelékime akimirkai ir paklausykime keliy zodziy iS Kenguros gelmiy Lietuvoje ir
visame pasaulyje. Kas gi mums tg kasmetj viesulg siuncia?

Kaip nesunku nuspéti, konkurso idéja gimé ir labai sekmingai rutuliojosi Australijoje, o Fu-
ropoje ji émeé sklisti iS Prancuzijos. Prancuzai suteiké Kengurai ir jos dabartine organizacing is-
vaizda. Lietuvoje prie Kenguros konkurso istaky stovéjo ir labai daug nuveiké jvairios institucijos,
mokyklos ir kitos savo gyvenima Svietimui paskyrusios organizacijos bei entuziastingi pradininkai.
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Tarp sumaniai j Lietuva Kenguros konkursa viliojusiy institucijy pirmiausiai minétini Svietimo
ir mokslo ministerija, Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos institutas bei Matemati-
kos ir informatikos fakultetas. Kalbant Siek tiek zaismingiau, butent jy galingomis pastangomis
grakstaus bei efektyvaus mokymo simboliu tapes gyvunas su visa savo mokslo kariauna ir buvo
atviliotas ir, dristame tai sakyti nedvejodami, negriztamai atsuoliavo pas mus bei jsikuré Nemuno
zeméje.

O siaip, Kengurai nuolat musy gyvenime randantis, viskas vyksta kaip visur, kur rimtai
dirbama. Ir Kenguros ratas sukasi kiaurus metus — net vasaromis, kai, atrodyty, tik atostogos,
geriausiai konkurse pasirodziusieji mokiniai kvie¢iami j stovyklas, kur gali dalyvauti tiek spor-
tiniuose, tiek kenguriniuose (matematiskai sportiniuose), tiek kituose smagiuose renginiuose. O
rudenj ekspertai, suvaziave is viso pasaulio, renka uzdavinius konkursui, per ziema jie verciami j
desimtis kalby, adaptuojami ir pritaikomi taip, jog kartais atrodo, kad jie sugalvoti kaimyniniame
miestelyje. Vien Lietuvoje Kengura kalba keturiomis kalbomis: lietuviy, lenky, rusy ir angly.

Tik taip, nepastebimai bei nenuleidziant ranky, ir gali uzgimti konkursas, keic¢iantis jo dalyviy
poziurj j matematika. Tik tai ir teparodo, kaip moderniam zmogui duoti deramg pasirengimg dar
modernesnei mus uzgriunanciai ateiciai, j kuria jam lemta Zengti.

Sis kelias neisvengiamas — juo teks eiti. Eiti bus jdomu, kartais Siek tiek baugu, gal net sunku
— bet jo vingiai jveikiami, o ji pasirinkusiyjy uzmojai stebinantys.

Kas gi miisy laukia kelionéje? Sioje knygeléje pateikti konkurso uzdaviniai, pro kuriuos 2015
mety kovo 19 dieng keliavo ir gausiai sprendé 9-10 klasiy (Junioro amziaus grupé) mokiniai.
Be to, norintieji pasitikrinti, ar jie tikrai gerai sprendé, panudusieji pasiziureti, kaip dar galima
spresti Siuos uzdavinius arba kaip juos pajégia spresti jy pateikéjai, knygeléje ras ir visy uzdaviniy
atsakymus su sprendimais.

Kaip jau seniai visi Zino, norint rasti ar pasirinkti teisinga atsakyma is penkiy duotyjy, ne
visada butina grieztai iSspresti uzdavinj ar kaip kitaip perkratyti visa pasaulio iSmintj, todél ir
knygeléje pateikiami kai kuriy uzdaviniy ne tik griezti matematiniai sprendimai (jie zymimi zenklu
1), bet ir ju kenguriniai sprendimai, paaiskinantys, kaip nusigauti iki teisingo atsakymo, uzdavinio
iki galo taip ir neiSsprendus (tokie sprendimai-nusigavimai pazymeéti zenklu 7). Kai vienokiy ar
kitokiy sprendimo budy yra daugiau nei vienas, jie zymimi zenklais 7?7, ! !l ir pan. Nors
konkurse-zaidime pakanka klaustuku pazyméto sprendimo, tikimeés, kad matematikos galvosukiy
sportu uzsikrétusiam skaitytojui nebus svetimas ir azartas iSsiaiskinti viska iki galo bei pereiti
uzdavinio lynu be penkiy atsakymuy apsaugos.

Tad kvieciame keliauti ir pavaikstinéti juo kartu su Kengura — iSmeéginti turimas jégas bei
zadinti savo kurybines galias, kuriy jus, mielas skaitytojau, sitiek daug turite!

Organizatoriai



Junioras, 9 klase, 50 geriausiyjy

Vadovaujantis 2018 m. geguzés 25 d. jsigaliojusiu Europos Sajungos bendruoju
duomeny apsaugos reglamentu, asmeniniai mokiniy rezultatai nebeskelbiami.
Dékojame uz supratinguma.

Konkurso organizatoriai



Junioras, 10 klase, 50 geriausiyjuy

Vadovaujantis 2018 m. geguzés 25 d. jsigaliojusiu Europos Sajungos bendruoju
duomeny apsaugos reglamentu, asmeniniai mokiniy rezultatai nebeskelbiami.
Dékojame uz supratinguma.

Konkurso organizatoriai



Tarptautinis matematikos konkursas
KENGURA

Dalyvio kortelé

KAIP UZPILDYTI DALYVIO KORTELE

TEISINGAS KORTELES UZPILDYMAS YRA TESTO DALIS!

1. Kortele pildykite pieStuku.
2. Jei zymédami suklydote, ISTRINKITE Zyméjima trintuku ir Zymékite dar kartg.
3. Nurodytoje vietoje jrasykite savo mokyklos Sifrg (jj Jums pasakys mokytojas) ir pavadinimg.

4. Kryzeliu atitinkamuose langeliuose pazymékite, kuria kalba ir kurioje klasé€je mokotés (gimnazijos klasés - G1, ..., G4).

5. Zemiau nurodytoje vietoje didZiosiomis spausdintinémis raidémis jradykite savo vardg ir pavarde.

Pavyzdys: Pavarde P A V A R D E N | S

6. ISsprende testo uzdavinj, nurodytoje Sios kortelés vietoje pazymékite tik vieng pasirinktg atsakyma.

Zyméjimo kryZeliu pavyzdys: R/

ATSAKYMUY DALIS

Mokyklos $ifras Mokyklos pavadinimas

Kalba

Lietuviy ]

Lenky O] Nykstukas Mazylis Biciulis Kadetas Junioras Senjoras
Rusy O Klasé 1 2 3 4 5 6 7 8 9(G1) 10(G2) | 11(G3) 12(G4)
Angly O 0 O 0 o 0 o 0 o 0 o 0 o
Vardas

Pavarde

Uzdaviniy atsakymai

A B C D E A B C D E A B C D E A B C D E A B C D E
1oy g0 spgggoo »»goodg 2sggooof
2 Qg ng s QU0 22000400 2200000
sygouoogo o gbouoon sgodubd apgguood 00000
sJoOgoo oo gdg w04 200000 200000
sygUOoOogo angpogdgoo vOgodubdo 30g0o0d 200000
e U0d 20000 g0 2000400 sedgooof
PASTABOS

1. Uz teisingg atsakyma skiriami visi uzdavinio taskai. Uz nenurodytg atsakyma skiriama 0 tasky, o klaidingas
atsakymas vertinamas minus 25% uzdavinio tasky.
2. KORTELES NEGALIMA LANKSTYTI IR GLAMZYTI.

3. Atlike uzduotj, konkurso organizatoriams grazinkite tik $ig kortele. Saglygy lapelis ir sprendimai lieka Jums.

Automatinis apdorojimas, Nacionalinis egzaminy centras, 2013



2015 m. Junioro uzduociy salygos

Klausimai po 3 taskus

1. Kuris skaic¢ius maziausiai skiriasi nuo 20,15 - 51,027
A) 100 B) 1000 C) 10000 D) 100000 E) 1000000

2. Mama sukabino isskalbtus marskinélius is eilés ant vienos virves, o vaikams liepé tarp kiekvieny
gretimy marskineliy pakabinti po viena isskalbta kojine. Taip ant virves atsidure 29 skalbiniai.
Kiek marskinéliy isskalbé mama?

A)10 B)11 C)13 D)14 E)I15

3. Kvadrato, kurio krastiné lygi a, viduje nubréztas pusapskritimis ir du ap-

skritimo ketvirciai. Koks yra nudazytos kvadrato dalies plotas?
2

wa a Ta? a Ta
AT gy~ ™ pL g~
)8 )2 C) 2 )4 )4

4. Sesutés Auksé, Broné ir Danuté kartu nusipirko 30 sausainiy ir pasidalijo juos po lygiai. Taciau
Auksé sumokéjo 80 centy, Broné 50 centy, o Danuté 20 centy. Po to seserys visgi nusprendé
pasidalyti sausainius proporcingai kiekvienos sumokétai pinigy sumai. Kiek papildomai sau-
sainiy gaus Auksé?

A)10 B)9 C)8 D)7 E)6

5. Godusis ponas Zabtas nori iskasti lobj, kurj savo sode kadaise pats ir paslépé. Bet jis tepri-
simena, kad lobj uzkasé maziausiai 5 m atstumu nuo gyvatvores ir daugiausiai 5 m atstumu
nuo senosios obels. Ponas Zabtas turés patikrinti tam tikra savo sodo teritorija. Kuriame
paveikslélyje ji pavaizduota?

@ A\ @ AN \ @
A) B) \\\\\\\\ C) D) e E) -

6. Koks yra skaic¢iaus 2015% + 2015° + 2015 + 2015° paskutinis skaitmuo?
Al B)5 C)6 D)7 E)9

7. Visi 33 vienos klasés mokiniai yra dideli informatikos arba kuno kulturos mégéjai. Trys moki-
niai mégsta abu dalykus. Klaséje yra dvigubai daugiau mégstanciy tik informatika nei mégs-
tanciy tik kuno kultura. Kiek mokiniy mégsta informatika?

A)l5 B)18 C)20 D)22 E)23
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SALYGOS

10.

. Kuris is siy skaiciy néra nei tikslusis kvadratas, nei tikslusis kubas?

A) 6% B)52 C)41 D)3 E)2

. Sykstusis ponas Zabtas nusipirko 100 Zvakiy. Kasdien jis sudegina po Zvake, o likusj vaska

surenka. IS 7 sudeginty zvakiy likuciy jis pats tu¢tuojau pagamina viena nauja zvake. Po keliy
dieny ponas Zabtas bus priverstas vél palikti savo namus ir eiti pirkti naujuy zvakiy?
A)112 B)114 C)115 D) 116 E) 117

Kuriame skaiciy sarase iSvardytos visos galimybés, kiek staciyjy kampy gali turéti iskilasis
penkiakampis?
A)1,2,3 B)0,1,2,34 C)0,1,2,3 D)0,1,2 E)1,2

Klausimai po 4 taskus

11.

12.

13.

14.

15.

Prietaringasis ponas Zabtas svarbiausius gyvenimo @ 6 @
sprendimus priima mesdamas savo meégstama losimo
kauliuka. Paveikslélyjev jis pavaizduotas net tris kar- ne
tus. Su kokia tikimybe Zabtas priima tvirta sprendima

, TAIP*, metes kauliukg?
1 1 5) 2 )
A)- B)- C)- D)- E)-
) 3 ) 2 ) 9 ) 3 ) 6

Kokio ilgio yra trumpiausias kelias nuo starto iki finiso (zr. pav.), jei
leidziama judéti tik vienetiniy langeliy jstrizainémis ir krastinémis?

A)2v5 B)VIO+v2 C)2+2V/2 D)4y/2 E)6

F

Drumbacélés planetoje bet kuris sparnausis turi bent dvi ausis, bet savy nemato. Krateryje
susitiko trys sparnausiai Micé, Acé ir Kumbacélé. Micé taré: ,Regiu 8 ausis.“ Acé taré: ,,O as
regiu 7 ausis.* Kumbacélé taré: ,Negali buti! Regiu tik 5 ausis“ Keliaausé yra Kumbaceélé?

A) Dviausé B) Keturause C) Penkiaause D) Sesiaausé E) Septynausé

Stiklainis yra staciakampio gretasienio formos, jo kvadratinio pagrindo krastiné lygi 10 cm. |
stiklainj pripilta vandens iki A cm aukscio. Tada stiklainio dugne pastatytas metalinis kubelis,
kurio krastiné lygi 2 cm. Vanduo apsémé kubelj iki virsaus. Kokia yra maziausia galima
skaic¢iaus h reiksmeé?

A)192 B)193 C)19 D)191 E)1,9

Kvadrato ABC'D plotas lygus 80. Kvadrato krastinése pazymeéti tas- 4 2 B
kai £, F, G ir H (7r. pav.), kuriems galioja lygybés AF = BF = H

= (CG = DH ir AE = 3EB. Koks yra nudazytos kvadrato dalies

plotas?

A)20 B)25 C)30 D)35 E)40 F
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16.

17.

18.

19.

20.

Siandien tévo ir stinaus amziy (metais) sandauga lygi 2015. Koks yra juy amziy skirtumas?
A)26 B)29 C)31 D)34 E)36

Ant dviauksciy svirtiniy svarstykliy padéti svoriai a, b, ¢, d. Sukeitus du svorius vietomis,
svarstyklés pakrypo, kaip parodyta paveikslélyje. Kurie svoriai sukeisti?

d
C
3 b
[

A)airdb B)bird C)birc D)aird E)airc

Auksé sugalvojo tokj realyjj skaiciy ¢, kad abi lygties 22 — 85z + ¢ = 0 Saknys yra pirminiai
skaiciai. Kokia yra skaiciaus ¢ skaitmeny suma?

A)12 B)13 C)14 D)15 E)21

Trizenklio naturaliojo skaiciaus bet kurie du gretimi skaitmenys skiriasi per 3. Kiek yra tokiy
skaiciy?
A)l12 B)14 C)16 D)20 E)27

Kuris skaicius yra kontrapavyzdys teiginiui ,Jei n yra pirminis skaicius, tai lygiai vienas is
skai¢iy n — 2 ir n + 2 yra pirminis“?

Ayn=11 B)n=19 C)n=21 D)n=29 E)n=37

Klausimai po 5 taskus

21.

22.

23.

Tris skritulius sudaro 7 sritys. Kiekvienoje srityje jrasyta po skaiciy ‘
(paveikslélyje parodyti du i ju). Bet kuris skai¢ius lygus skaiéiy,

iraSytu gretimose srityse, sumai. (Sritys gretimos, jei ju bendra krasta V‘v
sudaro daugiau nei vienas taskas.) Koks skai¢ius jrasytas vidurinéje

srityje?

A)0 B)-3 C)3 D)-6 E)6

Petré nori pastatyti ant lentynos tris skirtingus zZodynus ir du skirtingus romanus. Keliais
budais ji tai gali padaryti, jei ir zodynai turi stovéti vienas salia kito, ir romanai turi stovéti
vienas Salia kito?

A)12 B)24 C)30 D)60 E) 120

Keli dvizenkliai naturalieji skaiciai gali buti uzrasyti kaip lygiai Sesiy skirtingy dvejeto laipsniy
suma (2° taip pat yra dvejeto laipsnis)?
A0 B)1 C)2 D)3 E)4
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SALYGOS

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

B

Per trikampio ABC' krastinés AB taskus X ir Y nubréztos atkarpos,
lygiagrecios krastinei AC' (zr. pav.). Nudazytuy daliy plotai lygus, ir
BX : XA =4:1. Kam lygus santykis BY : YA?

A)l:1 B)2:1 C)3:1 D)3:2 E)4:3

C

Staciojo trikampio smailiojo kampo pusiaukampiné dalija priesais esantj statinj i atkarpas,
kuriy ilgiai yra 1 ir 2. Koks yra pusiaukampinés ilgis?

A)V2 B)V3 C)vi D)V5 E)V6

Keliais budais galima parinkti tris skirtingus skaitmenis a, b, ¢, kad galioty nelygybes ab <
< be <ea? (Uzrasas Ty zymi dvizenklj skai¢iy su skaitmenimis z ir y.)
A)84 B)9 C)125 D)201 E) 502

Sekoje 1, 2, 3, ... , n — 1, n isbraukus vieng skaiciy, likusiy skaic¢iy vidurkis tapo lygus 4,75.
Koks skaicius buvo isbrauktas?
A)5 B)7 C)8 D)9 E) Neimanoma nustatyti

Skaicius 12 turi 6 naturaliuosius daliklius 1, 2, 3, 4, 6, 12. Kiek daugiausiai naturaliyjy dalikliy
gali turéti dvizenklis naturalusis skaicius?

A)6 B)8 C)10 D)12 E)16

Tomas uzrasé 10 skirtingy realiyjy skaiciy, o tada pabrauké kiekviena skaiciy, lygy likusiy 9
skaiciy sandaugai. Kiek daugiausiai skaiciy jis galéjo pabraukti?
A)l B)2 C)3 D)9 E)10

Tieséje pazymeti keli taskai. Nagrinéjamos visos atkarpos, kuriy galai yra pazymétieji taskai.
Vienas is pazymetyjy tasky yra lygiai 80 nagrinéjamuyjy atkarpy vidaus taskas, o kitas — lygiai
90 nagrinéjamyjy atkarpy vidaus taskas. Kiek tasky buvo pazyméta?

A)20 B)22 C)8 D)90 E) Nejmanoma nustatyti



Junioro uzduociy sprendimai

1. (B) 1000

? Skaicius verta suapvalinti desiméiy tikslumu: 20,15 ~ 20 ir 51,02 ~ 50. Taigi 20,15 - 51,02 ~
~20-50=2-10-5-10=(2-5)-10-10 =10-10- 10 = 1000.

-

Kaip neskaic¢iuojant tikslios sandaugos reiksmeés jsitikinti, kad jos ir skaic¢iaus 1000 skirtumas
isties yra maziausias is galimy? [vertinkime sandaugos reikSme: 20,15 - 51,02 > 20 - 50 = 1000
ir 20,15-51,02 < 30-60 = 3-10-6-10 = (3-6)-10-10 = 1800 < 10000. Reiksmé yra tarp 1000 ir
10000, todél ji maziausiai skiriasi nuo vieno is siy skaic¢iy. Kadangi 0 < 20,15-51,02 — 1000 <
< 1800 — 1000 = 800 ir 10000 — 20,15 - 51,02 > 10000 — 1800 > 800, tai sandaugos reikSmeé yra
arciau skaiciaus 1000.

2. (B) 15

? Lengva pastebéti, kad tinka atsakymas E, o kiti atsakymai netinka. Pavyzdziui, jei buty
pakabinta 10 marskinéliy, tai turétume 9 tarpus, kuriuose pakabintos kojines. Tada skalbiniy
buty 10+ 9 = 19. Bet jei marskinéliy pakabinta 15, tai turime 14 tarpy ir todél 14 kojiniy. IS
viso turime 15 + 14 = 29 skalbinius.

! Tarkime, yra n marskinéliy. Tada turime n — 1 tarpa (tarp pirmuy ir antry marskinéliy, tarp

antry ir treéiy, ..., tarp priespaskutiniy n — 1-yju ir paskutiniy n-tyju) ir todél n — 1 kojine.
Gauname lygti n + (n — 1) = 2n — 1 = 29, i ¢ia n = 15.

3..“22

? Kadangi skai¢iuojame nudazytos figiiros plota, kalbékime veréiau apie /

pusskritulj, o ne pusapskritimj.

Tai geometrinio pastabumo uzdavinys. Dviem atkarpomis kvadrata
padalykime j keturis lygius mazesnius kvadratélius, kuriy krastinés ilgis
yra a/2 (zr. pav.). Matome, kad atkarpy susikirtimo taskas (kvadrato
centras) sutampa su bendruoju apskritimo lanky tasku. Virsuje pusskri-
tulis padalytas j du skritulio ketvircius, o apacioje horizontalioji atkarpa
atkerta dar du tokius pat ketvirc¢ius. Todél jei vietoj virsutinio pusskritulio nudazysime apati-
nius du ketvirc¢ius (kaip tai padaryta paveikslélyje), nudazytos kvadrato dalies plotas nepasi-
keis. Dabar nudazyti du kvadratéliai, sudarantys puse kvadrato. Taigi ir ieSkomas plotas yra
lygus pusei kvadrato ploto a?.

13
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| Isitikinkime, kad i$nagrinéta situacija jmanoma. Imkime kvadratélj, kurio kras-

!

tiné yra a/2, ir jo viduje nubrézkime apskritimo su centru kvadratélio virsunéje

ir spinduliu a/2 lanka. Lanko galai bus butent tokiu atstumu nuo centro nu-

tolusios kitos dvi kvadratélio virsunés (zr. pav.). Tai bus apskritimo ketvirtis,

nes centrinis kampas, besiremiantis j sj lanka, bus statusis, o tai yra ketvirtis pilnojo kampo
(360° : 4 = 90°). Is 4 tokiy vienody kvadratéliu galime sudéti kvadrata, koks pavaizduotas
pradiniame paveikslélyje: du apatiniai lankai bus apskritimo ketvirciai, o du virSutiniai su-
glausti skritulio ketvirc¢iai sudarys pusskritulj. Kaip pastebéjome 7 dalyje, visi lankai eis per
kvadrato centrg ir visi skritulio ketvirciai bus lygus ir lygiaplociai.

Taciau ar $i situacija vienintelé? Salygos paveikslélis atrodo simetriskas, apskritimy lanky
spinduliai atrodo lygus. Bet juk salygoje to nepasakyta.

Apskritimg vienareiksmiskai apibrézia jo centras ir spindulys. Pusapskritimio skersmuo
yra ilgio a kvadrato krastiné. Todél pusapskritimio centras yra Sios krastinés vidurys, o spin-
dulys lygus a/2; lanko galai — duotojo kvadrato virsunés. Taigi pusapskritimio kitaip nubrézti
neiseis ir jis eina per kvadrato centra.

Jei ir ketvirciy galai sutampa su kvadrato centru, tai ketvirc¢iy centrai ir spinduliai taip
pat randami vienareiksmiskai. Ketvircio centras yra Sio lanko galus jungiancios stygos vidurio
statmens bei apskritimo, kurio skersmuo yra minétoji styga, sankirta. Nors tokiy sankirty ap-
skritai yra dvi, viena i$ ju netinka dél to, j kurig puse nukreiptas apskritimo lankas (ketvirtis).
Spindulys yra atstumas nuo centro iki apskritimo lanko bet kurio galo.

Bet ar butinai ketvirciai eina per kvadrato centra, zemiausig pusapskritimio taska? Jei
ir ¢ia nepasitiketume paveiksléliu, galétume jrodyti, kad priesingu atveju vienas is apskritimo
ketvirCiy turi su apatine kvadrato krastine ne viena, bet du bendrus taskus (§j jirodyma, kiek
sunkesnj, praleidziame).

Taigi yra galima vienintelé situacija, kurig jau iSnagrinéjome.

4. E) 6

Sesery sumokéty pinigy santykis yra 80 : 50 : 20 = 8 : 5 : 2. Padalykime sausainius j
84+ 5+ 2 = 15 lygiy daliy — po 30 : 15 = 2 sausainius. Auksei i$ viso turi atitekti 8 dalys
arba 8 - 2 = 16 sausainiy. Ji jau turi 30 : 3 = 10 sausainiy, todél papildomai gaus 16 — 10 =6
sausainius.

Zinoma, uzdavinj galima iSspresti sudarant lygtj. Jei Auksé papildomai gaus x sausainiy,

tai turés ju 30 : 34+ x = 10 + x, o kitos dvi seserys turés po (10 + z) = (10 + z) ir
%(10 +x) = %(10 + x) sausainiy. Gauname tiesine lygti

) 2
10~|—a:+§(10~|—35)+§(10~|—x):30

ir x = 6.
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5. (B) k\\\x

? Jei tagkas X priklauso pavaizduotai tikrintinai teritorijai, tai jis nutoles (bent 5 m) nuo gy-

vatvores ir yra pakankamai arti (daugiausiai 5 m atstumu) nuo obels. Jei kitas taskas Y yra
dar arciau obels ir dar toliau nuo gyvatvorés, tai jis taip pat turi priklausyti pavaizduotai
teritorijai. Taciau paveiksléliuose A, C, D, E Sis principas pazeistas:

7

o e ‘@ e
D) Y

N
A) C) E) & Y R\

Zinoma, tikrintina teritorija priklauso nuo gyvatvorés ir obels tarpusavio padéties, nuo gyva-
tvorés (kaip atkarpos) ilgio. Isitikinkime, kad atsakymas B galimas.

D00t

Teritorija aplink obelj, kurios taskai nutole nuo obels daugiausiai 5 m atstumu, riboja
apskritimas (prisiminkite apskritimo apibrézima). Taigi ji yra skritulys, kurio centras — obelis.

Gyvatvore naturalu interpretuoti kaip atkarpa. Atstumas iki atkarpos — statmens, nuleisto
i ta atkarpa, ilgis (jei tik tas statmuo kerta atkarpa, o ne jos tesinj). Taskai, nutole nuo atkarpos
per 5 m, gaunami lygiagreciai paslinkus atkarpa per 5 m viena kuria jai statmena kryptimi.
Taskai, nutole dar labiau, bus uz paslinktosios atkarpos (jie sudaro dalj pusplokstumes; Siai
aibei priklauso ir daugiau tasky uz atsakymu paveiksléliy riby).

Lobio vieta priklauso abiem $ioms aibéms (skrituliui ir pusplokstumeés daliai), taigi turime
rasti ju sankirta (Zr. pav.).

I I
L Il
I I
I I
I I
I I
[ —
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I

Nors antrajai aibei priklauso daugiau tasky, kuriy nepavaizdavome, bet jie nepriklauso skritu-
liui, tad nepriklauso ir gautai sankirtai.

6. (C) 6

Sudedant arba dauginant (todél ir keliant naturaliuoju laipsniu) naturaliuosius skaicius, re-
zultato paskutinis skaitmuo priklauso tik nuo démeny arba dauginamyjy paskutiniy skait-
meny. Be to, 2015° = 1. Todél pakanka nustatyti, kokiu skaitmeniu baigiasi skai¢ius
524+ 1+ 5+ 5% = 31 + 5°. Skai¢ius 5° baigiasi skaitmeniu 5, nes dalijasi i§ 5 ir yra nely-
ginis (lyginis dalus i8 5 skai¢ius baigtuysi nuliu). leskomas skaitmuo vélgi priklauso tik nuo
démeny paskutiniy skaitmeny sumos ir yra lygus 1 + 5 = 6.
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7. (B) 23

Sprendziant §j uzdavinj, svarbu suvokti, kad klase sudaro trys nesikertancios mokiniy grupés:
meégstantys tik informatika, mégstantys tik kuno kulturg ir mégstantys abu dalykus mokiniai
(tokiy, kurie nemégty abieju dalyky, néra). Tarkime, kad informatika mégsta = mokiniy (¢ia
turime dvi mokiniy grupes). Spreskime uzdavinj, sudarydami lygtj.

Abu dalykus mégsta 3 mokiniai, todél tik informatika mégsta x — 3 mokiniai, o kuno
kultura mégsta (z — 3)/2 mokiniy. Taigi i$ viso yra

r—3+(r—3)/2+3=233
mokiniai. ISsprende lygti gauname x = 23.

Lygties sudaryti nebutina. Yra 33 — 3 = 30 mokiniy, meégstanciy tik viena dalyka. Tik infor-
matika ir tik kuino kulturag mégstanciy mokiniy santykis yra 2 : 1, taigi ju yra atitinkamai 20 ir
10. Todél mokiniy, mégstanciy informatika (tiek kuno kulturag mégstanciy, tiek nemégstanciy),
yra 20 4+ 3 = 23.

8. (A) 6

? Atsakymas D yra kvadratas: 3!° = 352 = (3°)2

!

-

Atsakymas E yra kubas: 29 = 233 = (23)3.

Atsakymas B yra ir kvadratas, ir kubas: 5'% = 552 = (5%)% ir 512 = 543 = (5%)3.

Galbut kiek sunkiau pastebéti, kad atsakymas C yra kvadratas: 4! = (22)1 = 2211 =
— (21)2,

Kaip jrodyti, kad skai¢ius 6'® néra kvadratas? Tarkime, kad tai kvadratas. Tada egzistuoja
toks nattralusis skai¢ius n, kad n? = 6!3 = 213 . 313, Vieninteliai du pirminiai skai¢iaus 63
dalikliai yra 2 ir 3, todél tik is juy tegali dalytis n, o skaic¢iaus n skaidinys pirminiais daugikliais
turi buti n = 223Y, kur x ir y yra neneigiami sveikieji skaic¢iai. Tada 23 . 313 = n? = 222 . 32,
Matome, kad didziausias dvejeto laipsnis, i§ kurio dalijasi n?, viena vertus, yra 2'3, o kita
vertus, 227, Tada 2'3 = 227, 13 = 2z ir skai¢ius = néra sveikasis. Gavome priestara. Vadinasi,
6% néra tikslusis kvadratas.

Analogiskai jrodoma, kad 6 néra kubas. Nagrinédami lygybe 213 . 313 = n3 = 23¢ . 33y,
gauname, kad 13 = 3z. Lygtis ir vél neturi sveikyjy sprendiniy.

9. D) 116

Zvakiy, zinoma, uzteks 100 dieny. Padalykime 100 i$ 7 su lickana. Kadangi 100 = 7-14+2, tai
po 100 dieny Zabtas bus pagamines 14 papildomy zvakiy ir turés dar dviejy zvakiy likucius.
Tad gauname 14 papildomy dieny ir dar 14-os sudeginty zvakiy likucius. IS viso 16-os zvakiy
likudiai leis Zabtui pagaminti dar dvi papildomas zvakes ir jam vél liks dviejy zvakiy likudiai
(nes 16 = 2-7+2). Zabtui tai suteikia dar dvi dienas, po kuriy jis turés dviejy ka tik sudeginty
zvakiy likucius, taigi iS viso 2 + 2 = 4 zvakiy likucius, is kuriy negalés pagaminti naujos zvakés
ir tures eiti pirkti naujy. Taip nutiks po 100 + 14 4+ 2 = 116 dieny.
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Vienos zvakés likudiai yra lyg zvakeés septyntadalis. Todél galima laikyti, kad Zabtas negamina
naujy zvakiy, bet kasdien sudegina po % zvakes. Kadangi i$ likusiy septyntadaliy is karto
formuojama nauja sveika zvakeé, tai Zabtas visada turi tiek sveiky zvakiy, kokia yra bendro
zvakiy kiekio sveikoji dalis. O bendras zvakiy kiekis kasdien sumazéja lygiai g zvakeés, kol tas
kiekis netampa mazesnis uz 1. Todél jei ponas Zabtas nusiperka n zvakiy, jis jas degins tiek
dieny, kiek karty iS n galima taip atimti %. Kadangi 100 = g - 116 + %, tai turime 116 dieny.

(Bendru atveju n #Zvakiy Zabtas deginty [(7n—1)/6] dieny; ¢ia [x] Zymi skai¢iaus x sveikaja
dalj.)

10. (©) 0,1,2,3

Kadangi visuose atsakymuose yra skaiciai 1 ir 2, tai norint pasirinkti teisinga atsakyma pakan-
ka issiaiskinti, ar galima gauti 0, 3 ir 4 stac¢iuosius kampus. Norédami jsitikinti, jog tam tikri
penkiakampiai egzistuoja, tiesiog konstruokime juos. Penkiakampj galima gauti suglaudziant
keturkampij ir trikampj. [rodant, kad penkiakampiai su tam tikrais kampais neegzistuoja, pra-
vers penkiakampio kampy suma (n—2)-180° = (5 —2)-180° = 540°. Atkreipkime démesj, kad
penkiakampiai turi buti iskilieji, t. y. ju visi 5 (vidiniai) kampai turi buti mazesni nei 180°.

Nagrinékime taisyklingaji penkiakampj. Jo visi kampai lygus, todél kiekvienas is jy lygus
540° : 5 = 108°. Taigi iskilasis penkiakampis gali turéti 0 staciyju kampuy.

Vir§ kvadrato krastinés kaip jzambinés nubrézkime statuji lygiasonj trikampj (zr. de-
sinjji paveikslélj). Gauname iskilaji penkiakampj, kurio kampai lygus 90°,90°,90° 4+ 45° =
= 135°,90°, 135°. Taigi gavome 3 staciuosius kampus.

O 4 staciyjy kampy penkiakampis negali tureti, nes priesingu atveju penktasis kampas
buty lygus 540° — 4 - 90° = 180° (tada dvi gretimos krastinés atsiduria vienoje tieséje, ir
penkiakampis iSsigimsta j keturkampi).

Q ‘
O N O ]
0 1 2 3

Kad sprendimas buty pilnas, pateikiame pavyzdzius, kai penkiakampis turi 1 arba 2
staciuosius kampus (zr. pav.). Suglaude lygiasone trapecija su kampais 60° ir 120° bei statyji
lygiasonj trikampj, gausime penkiakampj su kampais 120°,120°,60° + 45° = 105°,90°, 105°.
Suglaude kvadrata bei lygiakrastj trikampj, gausime penkiakampj su kampais 90°,90°, 90°+
+60° = 150°,60°,150°. O 5 staciyjy kampy penkiakampis turéti negali, nes tada jo kampy
suma buty lygi 5 - 90° = 450° # 540°.
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1
11. B) =
2
! Reikia suskai¢iuoti, ant keliy kauliuko sieneliy uzra- @ 6 @
sytas zodis , TAIP“ Vidurinis kauliuko vaizdas pa-

rodo, kad ty sieneliy yra bent dvi. Zodziy , TAIP“ ne
matyti ir daugiau, taciau sienelés gali sutapti. Ma-

tome viena sienele , galbut® ir (desinéje) dvi sieneles

,ne“. Taigi yra bent trys sienelés, kuriose zodzio ,, TAIP* néra. Vadinasi, sieneliy ,TAIP“ yra
dvi arba trys.

Nekreipkime démesio j pirmaji (i$ kairés) kauliuko vaizda, bet nagrinékime, kaip tarpusa-
vyje dera antrasis ir treciasis. Tarkime, kad viena i$ antrojo vaizdo sieneliy ,, TAIP* sutampa su
atitinkama treciojo vaizdo sienele. Paversdami kauliuka jo antrojoje padétyje, kad atitinkami
zodziai , TAIP“ sutaptu, bandykime gauti treciaja kauliuko padétj. Abiem atvejais (zr. pav.;
¢ia reikia siek tiek vaizduotes!) sienelé , galbut® turi sutapti su viena is sieneliy ,ne“. Gavome
priestarg. Vadinasi, né vienas i$ dviejy ,, TAIP“ antrojoje padétyje nesutampa su treciosios
padéties ,, TAIP“, ir turime iS viso tris sieneles su Siuo zodziu.

R
-

Metus kauliuka yra 6 vienodai galimos baigtys (gali atvirsti bet kuri i$ 6 sieneliuy). Ivykiui,
kad atvirto zodis , TATP“, palankios trys baigtys (atvirsti gali viena i$ triju sieneliy). Todél
(pagal klasikinj tikimybés apibrézima) jvykio tikimybe lygi % = %

Isitikinkime, kad pavaizduotas kauliukas iSties egzistuoja. Stai kubo sieneliy isklotiné:

ne

e

TAIP
<&
TAIP %& TAIP
Al
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? Langelio krastines ilgis yra 1, o jo jstrizaines ilgis yra /12 + 12 =

!

e

12. (C) 2+2v2

= /2. Teskomas kelio ilgis privalo turéti pavidala a + byv/2 (a — kiek
krastiniy priklauso keliui, o b — kiek jstrizainiy). Nesunku nuspéti,
kad atsakymams A ir B tokio pavidalo suteikti nejmanoma, todél r
juos atmetame. Egzistuoja kelias, kurio ilgis yra kaip atsakyme C

(zr. pav.). O stai atsakymai D ir E negali zyméti trumpiausio kelio — jie didesni nei C:
WV2=2v/2+2v/2>2-1+2/2ir 6=2+2-2>2+2V2.

Jrodykime, kad kelias negali biiti trumpesnis nei 2 + 2v/2.

Jau zinome, kad bet kurio kelio ilgis yra s = a 4+ bv/2, kur a ir b yra sveikieji neneigia-
mi skaiCiai (nagrinéjame visus galimus kelius — net pacius kvailiausius, su pasikartojanc¢iomis
atkarpomis). Atkreipkime démesj, kad S nuo F skiria 4 stulpeliai ir 2 eilutés. Eidami nuo lan-
gelio vienos virsunés prie kitos bet kuria kelio atkarpa (krastine arba jstrizaine), mes kertame
daugiausiai vieng stulpelj ir daugiausiai vieng eilute. Taigi 4 stulpelius kertantj kelig sudaro
maziausiai 4 atkarpos, t. y. a+b > 4. Dar daugiau, eidami jstrizaine kertame abu — stulpel; ir
eilute, o krastine — arba stulpelj, arba eilute. Imant ir stulpelius, ir eilutes, jy kertame a + 2b.
Kiekvieng stulpelj ir eilute reikia kirsti bent po vieng karta, o jy yra is viso 4 + 2 = 6, todél
a4+ 2b > 6.

[Snagrinékime visus galimus atvejus.

1) Jeib >4, tai s > 4v2 > 2 +2V/2.

2) Jeib=3,taia>4—b=1. Tadas>143v2>2+2V2.

)
)

3) Jeib=2 taia>4—b=2 Tadas>2+2V2.

4) Jeib=1,taia>6—2b=4. Tada s>4+v2>2+2V2.
)

5) Jeib=0,taia >6—2b=6. Tada s > 6 > 2 + 2/2.

Visais atvejais kelias ne trumpesnis nei 2 + 2v/2.
Beje, trumpiausiy keliy yra 6. Isitikinkite!

13. @ Penkiaausé

Tarkime, kad Miceé, Acé ir Kumbacéle atitinkamai turi m, a ir £ ausy. Micé maté Acés ir
Kumbacélés ausis, todel a + k£ = 8. Panasiai gauname dar dvi lygtis: m+k=7ir m+a = 5.
Jas galima spresti eliminuojant nezinomuosius, tac¢iau darykime kiek kitaip. Lygciy kairiosios
puses yra tam tikra prasme simetriskos nezinomujuy atzvilgiu (yra visos trys nezinomujuy poros
su tais paciais koeficientais 1), tad galima nujausti, kad verta visas lygtis sudéti: 2m+2a+2k =
=8+ 7+ 5 = 20. Taip randame bendrg ausy sumag m + a + k = 20 : 2 = 10. Dabar kiekvieno
sparnausio ausy skai¢iy gauname vienu veiksmu: m = (m+a+k) — (a+ k) = 10 — 8 = 2,
panasiai a = 10 — 7 =3 ir k = 10 — 5 = 5. Taigi Kumbacélé yra penkiaausé.

Pastebékime, kad tiek ausy turintys sparnausiai krateryje isties galéjo istarti nurodytus
teiginius. Beje, informacija, kad sparnausis turi bent dvi ausis, siame uzdavinyje nereikalin-

ga.
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14. (A) 1,92

Kiek pakito vandens lygis stiklinéje, is karto nustatyti negalima. Taciau lengva nustatyti turio
pokyti: prie vandens turio prisidéjo visas pilnai apsemto kubelio turis. Tad nuo pradinio
aukscio h pirma pereikime prie pradinio turio, tada gaukime nauja turj ir pagaliau — nauja
vandens stulpelio aukstj.

Vanduo stiklainyje jgyja stiklainio formg, todél pradinis vandens turis lygus sta¢iakampio
gretasienio, kurio krastinés lygios 10, 10 ir kA cm, turiui Vo = 10- 10 - h = 100h (cm?®). Kubelio
turis lygus 2° = 8 (cm?). Pakites bendras turis lygus V; = 100k + 8 (cm?). Taciau vanduo ir
apsemtas kubelis kartu ir vél sudaro staciakampj gretasienj, kurio pagrindo krastinés yra 10 ir
10 cm. Taigi sio staciakampio gretasienio aukstis (vandens lygis stiklinéje) h; tenkina lygybe
Vi = 100h; (cm?). Vadinasi, hy = V1 /100 = (100h + 8)/100 = h + 0,08 (cm).

Vanduo apsems kubelj tada ir tik tada, jei aukstis by (cm), nusakantis nauja vandens lygj
stiklinéje, bus didesnis nei kubelio aukstis 2 (cm). Gauname nelygybe h; > 2, t.y. h+0,08 > 2
arba h > 2 — 0,08 = 1,92. Taigi maziausia skaic¢iaus h reiksmeé yra 1,92.

15. B) 25

? Kvadrato ABC D krastine lygi a = v/80. Taskas F dalija krastine AB 4 LB

!

santykiu 3 : 1, todel AE = 3a/4ir EB = a/4. Kadangi AE = BF =
= CG = DH = 3a/4 ir AB = BC = CD = DA = a, tai
EB =FC =GD = HA = a/4. Taigi turime keturis lygius staciuo-
sius trikampius FAH, FBE, GCF, HDG (lygus pagal du statinius
ir statyji kampa tarp jy). Sie désningumai leidZia pastebéti, kad ke-
turkampis FF'GH yra kvadratas (zr. pav.). Jo jstrizainés EG ir FH — p C
dalija ji i 4 lygias dalis, dvi i jy nudazytos, taigi nudazytos dalies
plotas lygus pusei EFGH ploto.

Kvadrata ABCD sudaro kvadratas EFGH ir keturi lygﬁs statieji trikampiai. Kiekvieno
is ty trikampiy plotas lygus pusei statiniy sandaugos: 51 =<--AF-AH = 5 . a 9= 3“
Prisiminkime, kad kvadrato ABCD plotas lygus Sy = a? = 80 taigi 57 =3 - 80/32 = 15/2 ir

kvadrato EFFGH plotas lygus S = Sy —45; =80 —4 - % = 50.

Si plota galima rasti ir kitaip. Pagal Pitagoro teoremg kvadrato EFGH krastiné lygi
EF = /BE? + BF? = /(4)? + (2)2 = \/g = \/@ = +/50. Kvadrato EFGH plotas lygus
EF? = 50.

Nudazytos dalies plotas lygus 50 : 2 = 25.

Kad sprendimas buty matematiskai grieztas, jrodykime, kad EFGH yra kvadratas. IS mums
jau zinomos keturiy trikampiy lygybés isplaukia, kad

EF =FG=GH = HE,

/HEF =180° - ZAFEH — /BEF =180° — ZAEH — ZAHFE = 180° — 90° = 90°,
panasiai
/EFG=/FGH = /GHE = 90°.

Vadinasi, keturkampio EFGH kampai statieji (jis yra staciakampis), o krastinés lygios. Taigi
is tiesy turime kvadrata.
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16. (D) 34

? Skaicius 2015 lygus tévo ir stnaus amziy sandaugai, todél reikia iSsiaiskinti, kokiy dviejy
naturaliyjy skaic¢iy sandaugai jis gali buti lygus. Tam isskaidykime 2015 j pirminius daugiklius.
Skaicius akivaizdziai dalijasi i$ 5:

2015 : 5= (2000 + 15) : 5= (20- 100 + 15) : 5 =4-100 + 3 = 403.

Remiantis dalumo pozymiais, galima patikrinti, kad skaicius 403 nesidalija is 2, 3, 5. Jis
nesidalija nei i§ 7 (pvz., todeél, kad 403 +7 = 410 = 41 -2 -5), nei i§ 11 (pvz., todeél, kad
403 — 33 =370 = 37-2-5). Bet jis dalijasi is 13:

403 =390+13=39-10+13=13-3-10+13=13-(30+ 1) = 13- 31.

Skaic¢ius 31 yra pirminis, taigi gauname skaidinj 2015 = 5 - 13 - 31. Dabar nesunku atspéti
atsakyma: jeistunui yra 5 arba 13 mety, tai tévui turety buti 13-31 = 403-eji arba 5-31 = 155-eri
— gerokai per daug. O jei sunui yra 31 metai, tai tévui 65-eri.

Tada amziy skirtumas lygus 65 — 31 = 34.

! Isitikinkime, kad amziy skirtumas kitoks biiti negali.
Imkime didziausig skaiciaus 2015 pirminj daliklj 31. Jis turi buti panaudotas sudarant
tévo arba sunaus mety skaiciy. Jei jo is nieko nedauginsime, kitas skaicius bus 2015 : 31 = 65.
Sj atvejj jau isnagrinéjome. Bet jei 31 i$ ko nors dauginsime, tai turésime dauginti maziausiai
i$ 5 ir gausime per didelj mety skai¢iy (bent 155).

17. D) aird

? Raides a, b, ¢, d interpretuokime kaip atitinkamy svoriy mases.

d
C
3 b
[

Pradiné svarstykliy padétis rodo, kad svoris a nusveria b, svoris ¢ nusveria d (virSutinis
svarstykliy aukstas) bei kad du svoriai a ir b nusveria c ir d (apatinis aukstas). T. y. turime
nelygybes a > b, ¢ > d, a + b > ¢ + d. Nauja svarstykliy padétis reiskia tris naujus, mums kol
kas nezinomus sarysius tarp dydziy a, b, ¢, d.

Paprasciausia atspéti tokias konkrecias a, b, c,d reiksmes, kurioms pavaizduota situaci-
ja galima. Turimas nelygybes tenkins bet kokie skaiciai, kuriems a > b = ¢ > d, pvz.,
(a,b,c,d) = (3,2,2,1). Kuriuos svorius galima apkeisti, kad svarstyklés atsidurty naujojoje
padétyje? Atkreipkime démesj, jog naujoji padétis simetriska senajai, t. y. naujai padéty
svoriy masés galéty buti (i$ kairés i desine) 1, 2, 2, 3. O kad gautume tokia padétj, pradinéje
padétyje tereikia sukeisti vietomis skaicius 1 ir 3, t. y. svorius a ir d.
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Irodykime, kad apkeite bet kuriuos kitus svorius pavaizduotos situacijos niekaip negausime
(kokios bebuty skaiciu a, b, ¢, d reikSmeés). Apkeitus a ir b arba c ir d, kitaip pakryptu tik viena
iS virSutinio auksto svir¢iy (apkeitimas jvyksta tik tarp ant vienos svirties kabanciy leksciu).
Lieka keturi variantai: sukei¢iame a su ¢, a su d, b su ¢, b su d. Vienas i$ ju (a su d) yra
teisingasis, likusius dar turime atmesti.

Jei sukeisime a su ¢, tai gausime nauja svoriy seka (is kairés i deSine) (¢, b,a,d). Kad
svarstyklés buty naujojoje padétyje, reikia tokiy nelygybiu: ¢ < b,a < d,c+b < a+ d. Taip
pat prisiminkime jau turétas nelygybes a > b, ¢ > d, a+b > c+d. IS eilés panaudoje nelygybes
a>b,c<b c>dira<dgauname, kada>b>c>d>a,t. y. a > a, bet taip buti negali.

Panasiai, kad sukeitus b su d svarstyklés pakrypty, kaip parodyta, vél vienu metu turi
galioti priestaringos nelygybés a > b > c > d > a.

Kad sukeitus b su c svarstykles pakrypty, kaip parodyta, turi buti teisingos nelygybeés
a<cb<dira+c<b+d. Jeisudésime pirmasias dvi nelygybes, gausime a + b < ¢+ d, bet
tai priestarauja nelygybei a + b > ¢+ d.

18. 13

Jei lygties pirminés Saknys yra p; ir ps, tai pagal Vijeto teoremg teisingos lygybés p; +po = 85
ir p1pe = c. Jokios kitos informacijos i$ uzdavinio salygos neisgausime, tad tiesiog i$ pirmosios
lygybés reikia gauti p; ir po, o tada iS antrosios — skaiciy c¢. Nesunku nuspéti, kad tinka skaiciai
2 ir 83 (arba 83 ir 2): 2 4 83 = 85. Tada ¢ = 2 - 83 = 166 ir ieSkoma skaitmeny suma lygi
1+64+6=13.

Norint pasirinkti sj atsakyma pakanka vieno is dviejy: arba jsitikinti, kad skaiciai 2 ir
83 pirminiai ir todél Sias Saknis turinti lygtis 22 — 852 + ¢ = 0 tenkina uZdavinio salyga (dél
skaic¢iaus 2 abejoniy neturéty kilti, bet skaic¢ius 83 turbut gali ju sukelti), arba jsitikinti, kad
kitos p; ir py reiksmeés negalimos. O atlike abu Siuos veiksmus, iki galo iSspresime uzdavinj.

Kaip patikrinti, kad skaicius 83 pirminis? Pakanka jsitikinti, kad Sis skai¢ius neturi
pirminio daliklio, mazesnio uz save. T. y. patikrinti, kad 83 nesidalija is 2, 3, 5, 7, 11, ...
Taciau nebutina tikrinti pirminius daliklius iki pat 83. Jei naturalusis skaic¢ius n turi pirminiy
dalikliy, maZesniy uz save, tai maziausias i$ ju ne didesnis nei \/n. ISties, jei n buty sudétinis
skaicius ir visi jo pirminiai, o tuo labiau ir sudétiniai dalikliai buty didesni nei y/n, tai su tam
tikrais dviem i$ ty dalikliy z ir y galioty lygybé n = xy ir nelygybés x > /n ir y > y/n. Tada
n =xy > +/n-y/n =n, bet taip buti negali. Vadinasi, uztenka patikrinti skaiciaus 83 daluma
i§ pirminiy dalikliy iki v/83 < 10, t. y. i§ 2, 3, 5 ir 7, o tai nesunku.

Irodykime, kad kity reikSmiy p; ir ps igyti negali. Bandykime mazas p; # 2 reikSmes: jei
p1 = 3, tai po = 82; jei p1 = 5, tai po = 80; jei p; = 7, tai py = 78; ir t. t. Skaiciai 82, 80,
78 netinka, nes néra pirminiai. Pastebékime, kad jie visi lyginiai, todél sudétiniai. IS tiesy,
visos tolimesnés pirminés p; reiksmes, isskyrus 2, bus nelyginés (kitaip dalytusi i$ 2 ir nebuty
pirminés). O visos atitinkamos py = 85 — p; reiksSmeés bus lyginés (nelyginiy skaiciy skirtumas
visada lyginis) ir todeél pirminés, tik jei po = 2 ir p; = 83. Taigi kitais atvejais abieju pirminiy
reiksmiy negausime.
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19. (D) 20

Nagrinéjame trizenklius skaic¢ius abc arba tiesiog visus tokius skaitmeny trejetus (a, b, ), kad
a#0,b=a=+3ir c = b+ 3. Klausiama, kiek yra tokiy trejety. Uzdavinj isskaidykime j 4
atvejus, paskutinese lygybése pasirinkdami po vieng iS zenkly + arba —.

1) Tegu b =a+ 3 ir ¢ = b+ 3 = a+ 6. Matome, kad pasirinkus a, kiti du skaitmenys
nustatomi vienareiksmiskai. Tik koks gali buti skaitmuo a? Jis gali buti 1, 2, 3. Bet jei a > 3,
tai c=a+6 > 9, o taip buti negali. Taip randame 3 trejetus ir 3 skaicius 147, 258, 369.

2) Tegub=a—3ir c=b—3 =a— 6. Ir vél viskas priklauso nuo skaitmens a parinkimo
(taip bus ir kitais dviem atvejais). Jis gali buti 9, 8, 7, 6. Bet jeia < 6,taic=a—6 <0, o
taip buti negali. Taip randame 4 trejetus ir 4 skaicius 963, 852, 741, 630.

3) Tegub=a+3irc=b—3=a. Jeia > 6,taib=a+3 > 9, o taip buti negali. Likusios
a reiksmeés tinka. Taip randame 6 trejetus ir 6 skaicius 141, 252, 363, 474, 585, 696.

4) Tegub=a—3irc=0b+3 =a. Jeia < 3, tai b =a—3 < 0, o taip buti negali. Likusios
a reikSmeés tinka. Taip randame 7 trejetus ir 7 skaicius 303, 414, 525, 636, 747, 858, 969.

IS viso radome 3+4+4-6+7=20 skaiciy.

Perrinkime skaicius, pradédami nuo antrojo skaitmens.

Jei tai skaitmuo 4, tai jo ,kaimynais” gali buti skaitmenys 1 ir 7. Bet kurj ju galima rasyti
tiek kairéje, tiek desinéje — gauname 2 - 2 = 4 trizenklius skaicius.

Skaitmenys 5 ir 6 taip pat turi po du galimus ,kaimynus”. Vél gauname po 4 skaicius.

Jei tai 0, 1, 2, 7, 8 arba 9, tai turime po viena galima ,kaimyna” (pvz., salia 0 galima
rasyti tik 3, salia 8 — tik 5). Gauname po viena trizenklj skaiciy.

Jei tai skaitmuo 3, tai jo ,kaimynais” gali buti skaitmenys 0 ir 6. Taciau kairéje nuo jo
galime rasyti tik 6. Gauname 1 -2 = 2 trizenklius skaicius.

IS viso turime 4 - 341 -6 + 2 = 20 skaiciy.

20. (E) n =37

? Kontrapavyzdys turi paneigti duotajji teiginj, jrodyti, kad tas teiginys klaidingas. Pakanka

!

pastebéti, kad tinka atsakymas E. Skaic¢ius n = 37 yra pirminis ir pagal teiginj lygiai vienas is
skaiciy n —2 = 35 ir n 4 2 = 39 yra pirminis. Taciau abu Sie skaiciai yra sudétiniai: 35 =5-7
ir 39 = 3 - 13. Matome, kad teiginys, suformuluotas visiems pirminiams skai¢iams n, vienam
is ju negalioja. Taigi jis klaidingas ir ji paneigia butent skaic¢ius n = 37.

Patikrinkime, kad kiti atsakymai netinka.

A) Skaic¢ius n = 11 pirminis, skai¢ius n — 2 = 9 sudétinis, skaic¢ius n 4+ 2 = 13 pirminis.

B) Skai¢ius n = 19 pirminis, skai¢ius n — 2 = 17 pirminis, skai¢ius n + 2 = 21 sudétinis.

D) Skaic¢ius n = 29 pirminis, skaic¢ius n — 2 = 27 sudétinis, skaic¢ius n + 2 = 31 pirminis.

Siais trim atvejais teiginys skaiciui n teisingas (jis pats pirminis ir lygiai vienas i$ kity
dvieju skaiiy yra pirminis).

C) Skai¢ius n = 21 sudétinis, skai¢ius n — 2 = 19 pirminis, skai¢ius n + 2 = 23 pirminis.

Sis atsakymas klastingesnis. Ne lygiai vienas, bet du i§ skai¢iy n—2 ir n+2 yra pirminiai.
Tad gali atrodyti, kad ir Sis atsakymas paneigia :ceigini. Jam duotasis teiginys iSties netinka.
Bet, kitaip nei su atsakymu E, ir neturi tikti! Cia pats skaic¢ius n yra sudétinis, o duotasis
teiginys apie sudétines n reikSmes visiskai nieko neteigia. Juk jeigu mano sode auga kriausiy,
tai nepaneigia teiginio ,Mano kaimyno sode auga vien obelys.”
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21. (A) 0

Virsutinéje srityje turi buti skaic¢ius 1 + 2 = 3. Likusius nezinomus

skaic¢ius pazymekime, kaip parodyta paveikslélyje. Kiekvienam skai-

¢iui uzrasykime, kam jis turi buti lygus: vv
3=1+2, z=1+y, t=2+y, 1=34+z+ 2, 6

2=3+4+x+t, y=x+ 2+t r=14+2-+y.
Gauname tokiy lygc¢iy sistema:

z = 14y, t = 24y, —2 =x+z, —1 =+t y = x+2+41, r = 3+y.

[ akis krinta, kad net trys i$ 4 nezinomuyjy jau isreiksti ketvirtuoju nezinomuoju y. Sias
israiskas tereikia jrasyti j bet kurig is likusiy lygciy, rasti y, o tada is karto — likusius nezino-
muosius. Pvz.:

—2=04+z=0B+y)+(1+y)=4+2y, 2y=—-6, y=—3.

Taigiz =3+y=3-3=0.
Pabaigai pastebékime, kad reikSmés ¢ =0, y = -3, 2 =14+y=-2,t=24+y = —1
tenkina visas lygtis ir todél tenkina uzdavinio salyga.

22. 24

Petré gali rinktis knygy sustatymo buda pagal tokj algoritma.

Ji gali pirmiausiai pasirinkti, kokia tvarka surikiuos zodynus. Jei Zodynus sunumeruosime
1, 2, 3, tai juos viena po kito galima pastatyti 6 budais: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1),
(3,1,2), (3,2,1). Kitaip suskaiciuoti, kiek yra budy, galima suvokus, kad ¢ia turime visus triju
elementy (zodyny) aibés keélinius, o ju yra 3! = 6.

Tada ji gali pasirinkti romany tvarka dviem budais: (1,2) arba (2,1).

Pagaliau Petre turés pasirinkti vieng is dviejy galimybiy: pastatyti surikiuotus romanus j
kaire arba j desinge nuo surikiuoty zodyny.

Kadangi kiekviena i$ triju pasirinkimy (6 galimybeés, 2 galimybeés, vél 2 galimybés) Petré
gali padaryti visiskai nepriklausomai nuo kity, taikome daugybos taisykle. Pastatyti knygas
ant lentynos galima 6 - 2 - 2 = 24 budais.
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23. (C) 2

Is eilés vardykime dvejeto laipsnius: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64. Kitas dvejeto laipsnis 128 jau per
didelis, trizenklis, ji panaudoje negalime gauti dvizenklio skaic¢iaus. Taigi turime 7 skaicius, iS
kuriy reikia taip pasirinkti Sesis (tiesiog viena skaiciy praleisti), kad ju suma buty dvizenklis
skaiCius. Suzinoti, kokia yra viena ar kita suma, paprasc¢iau ne vieng prie kito dedant 6 is
7 skaiciy, bet iS karto sudéjus visus 7 skai¢ius, o tada iS sumos nereikalinga skaiciy atémus.
Visy skaic¢iy suma lygi 1 + 2 +4 + 8 + 16 + 32 + 64 = 127 (beje, ¢ia galima panaudoti
formule 1 + 2 + 2% 4 ... + 2" = 2! — 1 kai n = 6; zr. analogiSka Senjoro 25 uzdavinj).
Jei is 127 atimsime 1, 2, 4, 8 arba 16, gausime trizenklj skaic¢iy. Like du skaiciai tinka:
1+24+44+8416464=127-32=95ir 1 +2+4+ 8416+ 32 = 127 — 64 = 63. Taigi kaip
6 skirtingy dvejeto laipsniy suma gali buti uzrasyti 2 dvizenkliai skaiciai 63 ir 95.

24. D) 3:2

Nagrinékime tris trikampius ABC, X BX; ir Y BY; (Zr. pav.). Atkar- B
pos AC, X X, ir YY) lygiagrecios, todél kampai BAC, BX X, ir BY'Y;
lygus kaip atitinkamieji. Taigi nagrinéjami trikampiai turi po tokj pati

kampa ir dar bendra kampa B. Vadinasi, trikampiai yra panasus. Yy Y,
Apskaic¢iuokime trikampiy ABC' ir X BX; panasumo koeficien-
ta. Jei BX : XA = 4 : 1, tai atkarpg BX sudaro 4 is 44+ 1 = 5-iy X X1

atkarpa BA sudaranciy daliy, t. y. panasumo koeficientas lygus
- . 4 . . . ..
k., = BX : BA = . Pasinaudokime salygoje paminéta ploty lygy-
be. Panasumo koeficientas leidzia nustatyti ir trikampiy ploty santykj. Tegu trikampio ABC
plotas lygus S. Trikampio X BX; bet kurios krastinés bei bet kurios aukstinés ilgis sudaro %
atitinkamos trikampio ABC' atkarpos ilgio. Todél X BX; plotas (pusé dvieju tokiy atkarpuy
sandaugos) jau bus lygus (3)S = 125. PanaSiai, jei (mums kol kas nezinomas) trikampiy
Y BY; ir ABC panasumo koeficientas yra k, = BY : BA, tai nudazyto trikampio Y BY; plotas
lygus k2S. Nudaizyto keturkampio CAX X, plotas lygus S — $25 = 1S, Taigi k)S = 35,

k; = % ir k, = \/g = g Vadinasi, k, = BY : BA = 3:5 ir atkarpg BY sudaro 3 i§ 5 daliy,
sudaranciy atkarpg BA. Tada atkarpa Y A sudaro likusios 5—3 = 2 dalysir BY : YA =3:2.

A C

25. (C) V4

Staciojo trikampio vir§iines ir pusiaukampinés pagrinda pazymeki- B
me, kaip parodyta paveikslélyje. Pusiaukampiné dalija statinj AC'
santykiu 2 : 1. Geometrijoje gerai zinomas faktas, kad pusiaukam-
piné dalija priesais esancig krastine santykiu, kuris lygus kity dviejuy
trikampio krastiniy santykiui. Siuo atveju CK : KA = BC : AB
ir Sis santykis lygus 2 : 1 arba 1 : 2. Salygoje jvardyti statinio
atkarpy ilgiai, bet nepasakyta, kuri atkarpa yra kuri! Staciajame trikampyje jzambiné yra
ilgiausia krastine, todél BC' < AB ir galimas tik variantas BC' : AB = 1: 2 (beje, tai nesunku
nuspéti i§ brézinio). Tada CK =1, KA=2 (ir CA=1+2 = 3).

C K A
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Dabar galima rasti trikampio ABC kampus, o radus visus kampus, pastebéti paveikslélyje
paslépta lygiasonj trikampj. Staciojo trikampio statinis BC' lygus pusei jzambinés AB. Taip
gali buti tada ir tik tada, kai pries ta statinj esantis kampas lygus 30°. Taigi ZBAC = 30°
ir ZABC = 90° — 30° = 60°. Pusiaukampiné dalija kampa ABC pusiau, tad ZABK =
= %ZABC’ = 30°. Tada ZABK = /BAC = ZBAK, todél trikampis ABK yra lygiasonis ir

pusiaukampinés ilgis yra KB = KA =2 = /4.

26. (A) 84

Cia visy pirma galima palengvinti uzduotj tokiu budu. Atkreipkime démesj, kad a,b,¢ > 0
(skaiciai ab, be,ca turi buti dviZzenkliai). Bet svarbiausia, kad jei a > b, tai bet kuris dviZzen-
klis skaicius, kurio pirmasis skaitmuo yra a, bus didesnis uz bet kurj dvizenklj skaiciy, kurio
pirmasis skaitmuo yra b. Pvz., jei a = 6 ir b = 5, tai bet kuris skaic¢ius 60, 61, ..., 69 yra
didesnis nei skaic¢iai 50, 51, ..., 59. Tokiu atveju turétume ab > be. Vadinasi, a < b, o kadangi
skaitmenys turi buti skirtingi, tai a < b. Panasiai b < c¢. Kita vertus, jei a < b < ¢, tai (dél
ty paciy priezasciy) ab < bc < ca. Vadinasi, mums tereikia nustatyti, keliais biidais galima
parinkti tris skirtingus skaitmenis a, b, ¢, kad galioty nelygybés 0 < a < b < c.

Uzduotj suformuluokime dar kitaip. Reikia nustatyti, keliais budais galima pasirinkti 3
skirtingus skaitmenis is 9 skaitmeny 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ir surikiuoti juos didéjimo tvarka.
Pasirinktus skaitmenis surikiuoti didéjimo tvarka galima vieninteliu budu, taigi lieka klausi-
mas: keliais budais galima pasirinkti 3 skirtingus skaitmenis is 97 Skaiciuojame 3 elementy i$

9 derinius. Jy yra C§ = %!6! = 84. (Kitaip: pirma skaitmenj galime pasirinkti 9 budais, antra
— 8, treéia — 7 budais, kiekviena nesutvarkyta skaitmeny trejeta taip pasirenkame 6 kartus,
todél is viso gauname 9'%7 = 84 trejetus.)

27. B) 7

? Teskomga skai¢iy pazymekime k. Ka galime suzinoti apie skai¢iy n? Visy n skai¢iy suma lygi

S =1+2434...+n. Isbraukus skaiciy &, likusiy n—1 skaiciy suma lygi S—Fk, o vidurkis lygus
sumai, padalytai is démeny skaiciaus (S—k)/(n—1) = 4,75 = 19/4. Taigi 4(S—k) = 19(n—1).
Matome, kad 19(n — 1), o todél ir n — 1 dalijasi i3 4.

Tikrinkime maziausias galimas n reiksmes: 1, 5, 9, 13.

Kai n = 1, iSbraukus viena skaiciy, ju sekoje iSvis nelieka ir apie jokj vidurkj negali buti
kalbos.

Kain=5tai S=142+344+5=15ir4(15—k) = 19(5 — 1) = 4-19. Tada
15—k =19 ir k = —4, bet tokio skaiciaus sekoje néra. Matome, kad pasirinke n reiksme,
gauname vienintele skai¢iaus k reikSme (kad ir netinkama).

Kain=9taiS=1+24+3+...4+9=45ir 445 —k) =19(9 —1) = 8-19. Tada
45—k = 2-19 = 38 ir k = 7. Lengva patikrinti, kad sekoje 1,2,...,9 isbraukus skaiciy
7, likusiy skai¢iy vidurkis iSties lygus 38/8 = 4,75. Rade viena galima atsakyma, toliau n
reikSmiy galime netikrinti.
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Dalyje 7 jrodéme, kad gali tikti tik tos n reikSmeés, kurioms n — 1 dalijasi i§ 4. Mums lieka
irodyti, kad n reikSmes, didesnés nei 9 (t. y. 13, 17, 21, ...), netinka.

Panasiai kaip ? dalyje tikrinkime reikSme n = 13. Tada S = 91, 4(91 — k) = 19(13 — 1)
ir k = 34 > 13 — gautoji reiksSmé per didelé, jos sekoje néra. Galima nuspéti, kad taip bus ir
su likusiomis n reikSmémis. [rodykime tai.

I8 lygybés 4(S — k) = 19(n — 1) isireikskime &k = S — =1 Reikia jrodyti, kad toks k

didesnis net uz didziausia sekos skaic¢iy: £ > n arba S — % > n. Pertvarkykime nelygybe:

19(n — 1
S>n+(n4), 48 > 4n +19n — 19 = 23n — 19.

Galime laikyti, kad n > 13, todél sumoje S yra bent 13 démeny ir ji ne mazesné uz 13
didziausiy savo démeny suma, o tuo labiau didesné uz 7 didziausiy démeny suma:

S>n+n—-1)+n-2)+...+(n—06) =7n—21.

Tada
45 > 4(Tn — 21) = 28n — 84 = (23n — 19) + (5bn — 65) >

> 23n—19+45-13 — 65 = 23n — 19.

Tai ir reikéjo jrodyti: 45 > 23n — 19, todél k > n ir situacija, kad isbraukiamas sekos narys k,
negalima.

Pastebésime, kad nelygybe 4S5 > 23n — 19, kai n > 13, galima jrodyti kitaip. Pagal
aritmetinés progresijos sumos formule S = n(n+1)/2. Irase Sia israiska j nelygybe ir pertvarke
ja gauname kvadratine nelygybe 2n? —21n+19 > 0, kurig galima isspresti randant kvadratinio
trinario Saknis.

! Kaip ir ? dalyje, gaukime lygybe 4(S — k) = 19(n — 1) ir pastebékime, kad n — 1 > 0 dalijasi

is 4. Pazymékime m = (n— 1)/4. Skai¢ius m yra naturalusis ir n = 4m + 1. Pagal aritmetinés
progresijos formule

1
S:1+2+...+n:n<n;):8m2+6m+1.
Tada
48m* +6m+1—k)=19-4m,  k=8m?>—13m+ 1.
Skaicius k yra vienas i$ skai¢iy 1,2,...,4m + 1, todél teisingos nelygybés

1<8m?—13m+1, 4m +1 > 8m?* — 13m + 1.
Pertvarkykime jas ir padalykime is m > 0:

m(8m — 13) > 0, m(8m — 17) <0,

Kadangi 1 <m < 3,taim=2ir k=8m? —13m+1=7.
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28. (D) 12

? Pirminis skai¢ius p visada turi tik 2 daliklius: 1 ir p. Pirminio skai¢iaus laipsnis n = p® dalijasi
tik i$ skai¢iaus p laipsniy, todél turi a@ + 1 dalikliy 1,p, p?,...,p% Atkreipkime démesj, kad
dalikliy skai¢ius priklauso tik nuo a, bet ne nuo p. Kad gautume kuo didesne a reikSme (mums
rupi dvizenkliai skaic¢iai n), imkime maziausia galima p reikSme 2. Didziausias dvizenklis
dvejeto laipsnis yra 64 = 25, Jis turi @ + 1 = 7 daliklius. Daugiau pirminiy dalikliy gausime,
jei nagrinésime skaicius, turinéius bent du skirtingus pirminius daliklius. Pvz., jei skai¢iuje 2°
viena i$ dvejety pakeisime j trejeta, gausime skaiciy 2° - 3 = 96, turintj net 12 dalikliy.

Kaip juos greitai rasti ir suskaic¢iuoti? Nebutina tikrinti visy naturaliyjuy skaiciy iki 96.
Tikrindami skaic¢ius is eilés, raskime kelis maziausius skaic¢iaus 96 daliklius: 1, 2, 3, 4, 6, 8.
Kitas daliklis lygus 12. Jei skaicius d yra skaiciaus n daliklis, tai daliklis bus ir skaicius d; = .
Todeél daliklj 12 galéjome gauti ir padalije 96 is pries tai aptikto daliklio 8. Bet kurj dar didesnj
skaiciaus 96 daliklj d > 12 atitiks dar mazesnis daliklis d; < 8. T. y. visus likusius didesnius
daliklius galime gauti dalydami 96 is 6, 4, 3, 2 ir 1. Taip randame dar 5 daliklius 16, 24, 32,
48 ir 96. IS viso gavome 12 dalikliy.

Taigi atsakymas (didziausias galimas dalikliy skaicius) yra ne mazesnis uz 12. Norint tuo
isitikinti, reikia atspeéti skaiciy 96 arba vieng is dar 4 dvizenkliy skaiciy, turin¢iy po 12 dalikliy:
60, 72, 84 ir 90. Tada belieka pasirinkti tarp atsakymy D ir E. Atsakyma E galima atmesti
tiesiog neradus skaic¢iaus, turinéio 16 dalikliy. Taciau matematiskai grieztai ji atmesti néra
labai lengva.

! Trodysime, kad dvizenklis skaic¢ius negali turéti daugiau nei 12 (naturaliyjy) dalikliy. Jau
issiaiskinome, kad jei dvizenklis skaicius n turi tik viena pirminj daliklj (n = p?), tai dalikliy
jis turi daugiausiai 7. Jei skaic¢ius n turi bent keturis skirtingus pirminius daliklius, tai skai¢ius
n>2-3-5-7=210 > 100 ir néra dvizenklis. Taigi mums toliau rupés tik dvizenkliai skaiciai n,
turintys du skirtingus pirminius daliklius p; ir ps, t. y. n = p{'p5? (¢ia a1 ir ap yra naturalieji
skaiciai), bei dvizenkliai skaiciai n, turintys tris skirtingus pirminius daliklius py, po, p3, t. ¥
n = py'py’ps’.

Kiek dalikliy turi skaic¢ius n = pi'p3?? Jo daliklis negali turéti kity pirminiy dalikliy
nei pats skaicius n, t. y. bet kuris daliklis d turés tik pirminius daliklius p; ir ps. Todél d
skaidinys pirminiais daugikliais bus d = p%p% (Cia by ir by yra neneigiami sveikieji skaiciai).
Toks skaicius d dalija n tada ir tik tada, kai b; < ay ir by < ao. Taigi by = 0,1,...,a1 ir
by =0,1,...,ay. I§ viso turime (a; + 1)(ag + 1) galimybiy. Pvz., skai¢ius n = 96 = 2° - 3! turi
(54 1)(1+ 1) = 12 dalikliy.

Panasiai skai¢ius n = p{'py?ps® turi (a; + 1)(ag + 1)(ag + 1) dalikliy, ir t. t. Dalikliy
skaicius priklauso tik nuo skaic¢iy ay, as, ..., ir ji galima rasti, neieskant paciy dalikliy.
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1) Tarkime, turime naturalyji skai¢iy su dviem pirminiais dalikliais n = p{*p3* ir (a1+
+1)(ag + 1) > 12. Irodysime, kad jis néra dvizenklis. Nagrinékime tokius atvejus.

1.1) Tegu a; = 1. Tada 2(ag +1) > 12, as +1 > 6, ay > 5, tad ay > 6. Turime
n = pP'ps® = pipS = (p1p2)ps = pips - 2° > 2325 = 192 > 100. Taigi skaicius n
siuo atveju maziausiai trizenklis.

1.2) Tegu a; = 2. Tada 3(az + 1) > 12, as > 3, tad ay > 4. Vélgi turime n = pi'ps? >
> pips = (pip2)?p} = (pap2)? - 2% = (2-3)? - 4 = 144 > 100.

1.3) Tegu ay = 1 arba 2. Sie atvejai analogiski jau iSnagrinétiems.

1.4) Lieka atvejis, kai aj,as > 3. Tada n = p{*ps? > pips = (pip2)® = (2-3)3 = 216 >
> 100.

2) Tarkime, turime naturalyjj skai¢iy su trimis pirminiais dalikliais n = p{*p3?p5® ir (a;+
+1)(ag+1)(az+1) > 12. Jrodysime, kad jis néra dvizenklis. Nagrinékime tokius atvejus.

2.1) Tegu a; = 1,as > 3. Nepamirskime, kad az > 1. Turime n = p{*p§2p3® > pip3ps =
= (p1p2ps)ps = (prpaps) - 22 > (2-3-5) - 4 =120 > 100.

2.2) Tegu a; = ay = 1. Tada 4(as + 1) > 12, ag > 2, tad a3z > 3. Taigi a; = 1,a3 > 3 ir
sis atvejis analogiskas iSnagrinétam atvejui a; = 1, a5 > 3.

2.3) Tegu a; = 1,ay = 2. Tada 6(ag + 1) > 12, a3 > 1, tad a3 > 2. Turime n =
= PPy’ p5® = pip3p3 = (pipaps)(paps) = (pipeps) - (2-3) > (2-3-5) -6 = 180 > 100.

2.4) Isnagrinéjome visas galimybes, kai a; = 1. Todél bet kuris atvejis, kai a; = 1 arba
az = 1, analogiskas vienam is jau iSnagrinéty.

2.5) Lieka atvejis, kai aj,as, a3 > 2. Turime n = p{'p32ps® > p?pip2 = (pipaps)? =
> (2-3-5)2 =900 > 100.

Taigi dvizenklis skaic¢ius n negali turéti daugiau nei 12 dalikliy.

29. (B) 2

Daznai sprendziant uzdavinj apsimoka pirmiau sugalvoti jj atitinkant] pavyzdj, o jau tada
ieskoti bendro sprendimo. Sprendziant sj uzdavinj verta daryti atvirksciai.

Abstrakéiai nagrinékime salygoje jvardyta situacija. Tarkime, kad turime 10 skaiciy
1, %2, ..., T10. Mums rupi, kelios is 10 lygybiy

1 = T2x3...2T10, Lo = T1T3...T10y « -, T10 = 12 ...%9

gali buti teisingos.

Akivaizdu, kad viena i juy gali buti teisinga (pvz., jei turime 9 skaicius 1, 2, 3, ...,
9 ir desimta skaic¢iy 9! = 1-2-...-9). Elkimés atsargiai ir toliau i$ eilés klauskime, ar
gali buti teisingos dvi lygybés. Nemazindami bendrumo, galime laikyti, kad tai pirmosios dvi
lygybés (jei ne, pakeiskime skaic¢iy numeracija). Bandykime issiaiskinti, kaip Sios lygtys susieja
nezinomuosius. Lygtys yra panasios — juy desinéje puséje daug sutampanciy dauginamuyjy.
Todél kai padalysime viena lygti i$ kitos, daug ju susiprastins ir gausime paprastesne, daugiau
mums pasakancia lygybe.
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Kad jau dalysime, pasitikrinkime, ar nedalijame is 0. Jei kuris iS nezinomuyjy lygus 0,
pvz., x1 = 0, tai like 9 nezinomieji nelygus 0. Tada né viena i$ 10 lygybiu negalioja (pirmosios
kairé pusé lygi 0, bet ne desiné, o likusiose lygybése desiné puse lygi 0, bet ne kairé). Taigi
toliau galime laikyti, kad visi 10 skaiciy nelygus 0.

Padalije pirmaja lygtj iS antrosios, tada kryzmai sudaugine trupmeny skaitiklius ir var-
diklius bei iStrauke Saknj is abiejy lygybés pusiy, gauname lygybes

i) Iy - (333 Ce 1'10) T
Taigi x1 = 9 arba x1 = —x9. Kadangi skaiciai turi buti skirtingi, tai butinai galioja lygybé

Tr1 = —Ta.

Taip iS karto suzinome, kad trys iS 10 lygybiy teisingos buti negali. Juk jei teisinga
buty dar viena lygybé, pvz., trecioji, tai pakartoje tuos pacius veiksmus su pirmaja ir trecigja
lygybémis, gausime xry = —x3. Tada —xy = —x3 ir x9 = x3, o taip negali buti, nes visi 10
skaic¢iy turi buti skirtingi.

Beliko jsitikinti, kad dvi lygybés gali buti teisingos, sukonstruojant atitinkamg pavyzdj.
Bet kaip pasirinkime z; # 0, pvz., xr; = 1. Tada 2o = —z; = —1. Taip pat bet kaip (tik
vengdami jau panaudoty reiksmiy ir nulio) galime pasirinkti 7 is likusius 8 skaiciy, pvz., 2, 3,
..., 8. Paskutinis skaicius xy su jau parinktais skaiciais turi tenkinti dvi lygybes:

1:(—1)2381'10:—8'5610, —1:12383310:8'5510
Lygybeés ekvivalencios (viena gauname, kita padaugine i§ —1) ir turi sprendinj x;9 = —é (¢ia
8! Zymi skaiciaus 8 faktorialg 1-2-...-8). Taigi du skaiciai bus pabraukti, jei 10 skai¢iu yra
—-1,1,2,3,4,5,6,7,8, —5.

Uzdavinj greiciau isspres tas, kas kitaip uzrasys 10 lygybiy. Vel pastebékime, kad jei kuris
is 10 skaiciy lygus 0, tai né vienas skaic¢ius nebus pabrauktas. Visy 10 skaic¢iy sandauga
pazymékime P. Lygybiy desiniosios puses ,beveik® lygios P, kiekvienoje is jy truksta tik
vieno dauginamojo. Kiekviena is lygybiy padauginkime is atitinkamo dauginamojo (pirmaja
lygti iS 1, antraja iS x5 ir t. t.). Jei né vienas skaic¢ius nelygus 0, tai gausime 10 lygybiy,
ekvivalenciy pradinéms:

2 2 2
r] =T1%2...T10 = P, =P, ... iy = P.

Jei P < 0, tai negalioja né viena lygybé (jokio skai¢iaus kvadratas nebus nelygus neigiamam
skaiciui). O jei P > 0, tai turime lygybes

T = :l:\/ﬁ, To = :l:\/ﬁ, ey T19 = :i:\/ﬁ

Kadangi visi skaiciai skirtingi, i karto matome, kad tik dvi lygybés gali buti teisingos
(viena su zenklu ,+“, kita su zenklu ,—*).

Dabar paprasta sugalvoti ir pavyzdj, kad galioty dvi lygybés. Imkime z; = 1,25 = —1,
o likusius skai¢ius tereikia parinkti taip, kad galioty P = 1, nes tada z; = VP, zy = —V/P.
Pvz., tinka ! dalies pavyzdys.

30. B) 22
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! Nagrinéjamy tasky skaiciy pazymékime n. Atstumai tarp tasky nevaidina jokio vaidmens, bet
svarbi tasky tvarka. Todel i$ eilés (iS kairés | desine) sunumeruokime taskus skai¢iais nuo 1 iki
n. Tarkime, kad 80-iai atkarpy priklauso i-tasis taskas, o 90-iai atkarpy j-asis taskas.

Taskas yra atkarpos viduje tada ir tik tada, kai kairysis atkarpos galas yra to tasko kairéje,
o desinysis — desinéje. i-tojo tasko kairéje yra i — 1 pazymeétyju taskuy (ir bet kuris i$ juy gali
buti kairiuoju atkarpos galu), o desinéje yra n — i pazymétujy tasky (kiekvienas i ju gali buti
desiniuoju atkarpos galu). IS viso gauname (i —1)(n—1) atkarpu. Analogiskai j-asis taskas yra
(j — 1)(n — 7) atkarpy viduje. Taigi turime rasti skai¢iy n, kartu su tam tikrais naturaliaisiais
1 ir j tenkinantj lygybes

(i—1)(n—i)=80, (j—1)(n—7)=90.

Cia itin svarbu tai, kad ieSkome naturaliojo lyg¢iy sprendinio, todél galima naudotis skaiciy
dalumu. Kiekvieng lygti nagrinékime atskirai.

Matome, kad skaiciai i — 1 ir n —1i yra skai¢iaus 80 (naturalieji) dalikliai. Be to, jei zinome
vieng i jy, tai zinome ir kitg. Skaic¢ius 80 turi ne tiek daug dalikliy, tad visas galimybes tiesiog
iSvardykime: i —1 =1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40, 80 (kaip greitai rasti skai¢iaus daliklius placiau
paaiskinta 28 uzdavinio sprendime). Atitinkamos n — i reikSmeés yra 80, 40, 20, 16, 10, 8, 5,
4, 2, 1. Kiekvienu is 10 atvejuy galime rasti ¢ ir n. Skaic¢iy n galime greitai rasti pagal taisykle
n = (n—i)+(i—1)+1. Taigi galimos skaiciaus n reikSmeés yra 80+1+1 = 82, 40+2+1 = 43,
20+4+1=25164+5+1=22 10+ 8+ 1 = 19 (toliau reiksmeés kartojasi: vietoj 10 + 8 + 1
turime 8 + 10 + 1). Ieskomasis n lygus vienam i$ $iy skaiciy, tad atsakymus A, C ir D jau
galime atmesti (bet ne E).

Ta patj padarykime su antraja lygtimi. Turime 7 — 1 =1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30,
45, 90 ir atitinkamai n — 57 =90, 45, 30, 18, 15, 10, 9, 6, 5, 3, 2, 1. Atitinkamos n reikSmeés
yra 90 +14+1=92,45+24+1=48,30+34+1 =34, 18 +5+1 =24, 15+6+1 = 22,
104+ 9+ 1 = 20 (toliau reiksmes kartojasi).

Taigi skaicius n turi priklausyti skaiciy aibei {82,43, 25,22, 19} ir tuo pat metu kitai aibei
{92,48,34,24,22,20}. Vienintelis skaic¢ius, priklausantis abiems aibéms, yra 22. Tai ir yra
vienintelé galima n reikSmé.



Atsakymai

Uzdavinio Nr.  Atsakymas
1

00 ~J O U = W N

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

WO TerQ0QTP»IOX 0T Q@ QTO QO ®



	Pratarme
	Dalyvio korteles pavyzdys
	Salygos
	Užduociu sprendimai
	Atsakymai

