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Pratarme

Paprastai ziurint, Kenguros konkursas téra ne ka daugiau kaip 30, o jaunesniyjy klasiy mo-
kiniams dar maziau (tiesa, labai nekasdieniy) matematikos uzdaviniy, susitikimas su kuriais uz
sprendéjo suolo trunka nepilnas dvi akademines valandas. Ir viskas. Tik tiek.

Paprastai ziurint, ir musy garsiausiojo alpinisto Vlado Vitkausko paskutinis metras jkopiant j
Everestg irgi susidéjo ne is simto judesiy, o kai kurie is juy gal ir apskritai tebuvo tik krusteléjimai.
Tiesa, tie krustelé¢jimai turéjo buti nezmoniskai sunkus.

Taciau kodél tiek daug zmoniy ty kopimy imasi j realius kalnus ir kodél net per 5 milijonus
vidurinés mokyklos mokiniy kasmet pavasarj kopia j Kenguros kalnelius? Kuo tie Kenguros kal-
neliai tokie patrauklus, kokios ten aukstumeélés atsiveria? Juk dabar jau nebeissisuksi burbteléjes:
jie meturi kg veikti, tai ir sprendinéja visokius uZdavinukus. Juk nepasakysi, kad milijonai taip
jau ir neturi ka veikti Sitokioje pramogy gadynéje.

Ar tik ne todél, kad tie milijonai gerai zino, jog baigiamajame kopime jy laukia, nors ir
jveikiami, bet kartu ir labai grazus, patrauklus uzdaviniai, kuriuos spresdamas gali uzsikabinti
pacia tauriausia to zodzio teikiama prasme? Kaip tai zinojo (o jei ne — tai suzinojo) per 50000
Lietuvos 1 — 12 klasiy mokiniy, dalyvavusiy konkurse 2015 metais. Juk konkursas — it zavus
tornadas (o tokiy irgi buna) — negriaudamas supurto jtempta mokyklos dieny tékme ir pralékes
palieka beveik nematoma, bet aiSky pédsaka visy susidurusiy su juo vaizduotése. Jo imi ilgétis
daznai pats to nesuvokdamas — zymia dalimi butent i$ to ilgesio pamatyti paprasty, graziy bei
viliojanciy uzdaviniy ir atsiranda milijonai dalyvaujanciyjy.

75 lemtingos darbo minutés kiekvieny mety kovo ménesio treciajj ketvirtadienj vainikuoja
begale jdéty pastangy ir kruopsty triusg, nejkyriai visam iSminties trokstanciam pasauliui be
paliovos jrodydamos, kad galva lauzyti prasmingai, kad ir matematikos uzduotis besprendziant,
galima patiriant zaisminguma, spéliojimo azarta, zaibiskus, netikétus proto nusvitimus.

Nepamirskime, kad vertinami yra tik dalyviy atsakymai, o atsakymag kiekvienoje uzduotyje
reikia pasirinkti (ir kuo grei¢iau!) i$ penkiy duotyju. Ar tikrai teisingas tas atsakymas, kuris
is pirmo zvilgsnio atrodo labiausiai tikétinas? Ar tas uzdavinys tikrai toks sunkus, kad verciau
ji praleisti? O gal tereikia pastebéti kokig smulkmeng, savaime nekrintancia j akis, ir uzdavinys
is karto issispres? Ar pasédéti prie sio uzdavinio dar kelias minutes? O gal verciau rizikuoti ir
is karto speti labiausiai patinkantj atsakyma? Juk jei pataikysi — priklausomai nuo uzdavinio
sunkumo gausi 3, 4 ar 5 taskus, taciau jei rizika nepasiteisins ir prasausi pro salj — bus blogiau
su Saltu buhalteriniu tikslumu atimama ketvirtis to, kas butu pridéta atsakius teisingai. (Visgi
pastebésime, kad ] minusa nusiristi Kenguros konkurse nejmanoma, nes kiekvienam mokiniui vien
uz dalyvavima dosniai skiriama 30 tasky.)

Su panasiais klausimais konkurso dalyviai susiduria daznai, nes Kenguros uzdaviniy spren-
dimai buna gana netikéti, kvieciantys sprendéjg padaryti atradimg — persokti per standartinio
mastymo barikadas. Taip milijonai sprendéjy perpranta, kokia gali buti Smaiksti uzduotis, kaip is
keliy minciy bei paprasty sakiniy jau gali sukristi jos sprendimas — Stai jau, regis, net gali atskirti,
uz kuriy salygos zodziy ar skaiciy slapstosi tikrasis atsakymas.

Dabar stabtelékime akimirkai ir paklausykime keliy zodziy iS Kenguros gelmiy Lietuvoje ir
visame pasaulyje. Kas gi mums tg kasmetj viesulg siuncia?

Kaip nesunku nuspéti, konkurso idéja gimé ir labai sekmingai rutuliojosi Australijoje, o Fu-
ropoje ji émeé sklisti iS Prancuzijos. Prancuzai suteiké Kengurai ir jos dabartine organizacing is-
vaizda. Lietuvoje prie Kenguros konkurso istaky stovéjo ir labai daug nuveiké jvairios institucijos,
mokyklos ir kitos savo gyvenima Svietimui paskyrusios organizacijos bei entuziastingi pradininkai.
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Tarp sumaniai j Lietuva Kenguros konkursa viliojusiy institucijy pirmiausiai minétini Svietimo
ir mokslo ministerija, Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos institutas bei Matemati-
kos ir informatikos fakultetas. Kalbant Siek tiek zaismingiau, butent jy galingomis pastangomis
grakstaus bei efektyvaus mokymo simboliu tapes gyvunas su visa savo mokslo kariauna ir buvo
atviliotas ir, dristame tai sakyti nedvejodami, negriztamai atsuoliavo pas mus bei jsikuré Nemuno
zeméje.

O siaip, Kengurai nuolat musy gyvenime randantis, viskas vyksta kaip visur, kur rimtai
dirbama. Ir Kenguros ratas sukasi kiaurus metus — net vasaromis, kai, atrodyty, tik atostogos,
geriausiai konkurse pasirodziusieji mokiniai kvie¢iami j stovyklas, kur gali dalyvauti tiek spor-
tiniuose, tiek kenguriniuose (matematiskai sportiniuose), tiek kituose smagiuose renginiuose. O
rudenj ekspertai, suvaziave is viso pasaulio, renka uzdavinius konkursui, per ziema jie verciami j
desimtis kalby, adaptuojami ir pritaikomi taip, jog kartais atrodo, kad jie sugalvoti kaimyniniame
miestelyje. Vien Lietuvoje Kengura kalba keturiomis kalbomis: lietuviy, lenky, rusy ir angly.

Tik taip, nepastebimai bei nenuleidziant ranky, ir gali uzgimti konkursas, keic¢iantis jo dalyviy
poziurj j matematika. Tik tai ir teparodo, kaip moderniam zmogui duoti deramg pasirengimg dar
modernesnei mus uzgriunanciai ateiciai, j kuria jam lemta Zengti.

Sis kelias neisvengiamas — juo teks eiti. Eiti bus jdomu, kartais Siek tiek baugu, gal net sunku
— bet jo vingiai jveikiami, o ji pasirinkusiyjy uzmojai stebinantys.

Kas gi miisy laukia kelionéje? Sioje knygeléje pateikti konkurso uzdaviniai, pro kuriuos 2015
mety kovo 19 dieng keliavo ir gausiai sprendée 11-12 klasiy (Senjoro amziaus grupé) mokiniai.
Be to, norintieji pasitikrinti, ar jie tikrai gerai sprendé, panudusieji pasiziureti, kaip dar galima
spresti Siuos uzdavinius arba kaip juos pajégia spresti jy pateikéjai, knygeléje ras ir visy uzdaviniy
atsakymus su sprendimais.

Kaip jau seniai visi Zino, norint rasti ar pasirinkti teisinga atsakyma is penkiy duotyjy, ne
visada butina grieztai iSspresti uzdavinj ar kaip kitaip perkratyti visa pasaulio iSmintj, todél ir
knygeléje pateikiami kai kuriy uzdaviniy ne tik griezti matematiniai sprendimai (jie zymimi zenklu
1), bet ir ju kenguriniai sprendimai, paaiskinantys, kaip nusigauti iki teisingo atsakymo, uzdavinio
iki galo taip ir neiSsprendus (tokie sprendimai-nusigavimai pazymeéti zenklu 7). Kai vienokiy ar
kitokiy sprendimo budy yra daugiau nei vienas, jie zymimi zenklais 7?7, ! !l ir pan. Nors
konkurse-zaidime pakanka klaustuku pazyméto sprendimo, tikimeés, kad matematikos galvosukiy
sportu uzsikrétusiam skaitytojui nebus svetimas ir azartas iSsiaiskinti viska iki galo bei pereiti
uzdavinio lynu be penkiy atsakymuy apsaugos.

Tad kvieciame keliauti ir pavaikstinéti juo kartu su Kengura — iSmeéginti turimas jégas bei
zadinti savo kurybines galias, kuriy jus, mielas skaitytojau, sitiek daug turite!

Organizatoriai



Senjoras, 11 klasé, 50 geriausiyjy

Vadovaujantis 2018 m. geguzés 25 d. jsigaliojusiu Europos Sajungos bendruoju
duomeny apsaugos reglamentu, asmeniniai mokiniy rezultatai nebeskelbiami.
Dékojame uz supratinguma.

Konkurso organizatoriai



Senjoras, 12 klasé, 50 geriausiyjy

Vadovaujantis 2018 m. geguzés 25 d. jsigaliojusiu Europos Sajungos bendruoju
duomeny apsaugos reglamentu, asmeniniai mokiniy rezultatai nebeskelbiami.
Dékojame uz supratinguma.

Konkurso organizatoriai



Tarptautinis matematikos konkursas
KENGURA

Dalyvio kortelé

KAIP UZPILDYTI DALYVIO KORTELE

TEISINGAS KORTELES UZPILDYMAS YRA TESTO DALIS!

1. Kortele pildykite pieStuku.
2. Jei zymédami suklydote, ISTRINKITE Zyméjima trintuku ir Zymékite dar kartg.
3. Nurodytoje vietoje jrasykite savo mokyklos Sifrg (jj Jums pasakys mokytojas) ir pavadinimg.

4. Kryzeliu atitinkamuose langeliuose pazymékite, kuria kalba ir kurioje klasé€je mokotés (gimnazijos klasés - G1, ..., G4).

5. Zemiau nurodytoje vietoje didZiosiomis spausdintinémis raidémis jradykite savo vardg ir pavarde.

Pavyzdys: Pavarde P A V A R D E N | S

6. ISsprende testo uzdavinj, nurodytoje Sios kortelés vietoje pazymékite tik vieng pasirinktg atsakyma.

Zyméjimo kryZeliu pavyzdys: R/

ATSAKYMUY DALIS

Mokyklos $ifras Mokyklos pavadinimas

Kalba

Lietuviy ]

Lenky O] Nykstukas Mazylis Biciulis Kadetas Junioras Senjoras
Rusy O Klasé 1 2 3 4 5 6 7 8 9(G1) 10(G2) | 11(G3) 12(G4)
Angly O 0 O 0 o 0 o 0 o 0 o 0 o
Vardas

Pavarde

Uzdaviniy atsakymai

A B C D E A B C D E A B C D E A B C D E A B C D E
1oy g0 spgggoo »»goodg 2sggooof
2 Qg ng s QU0 22000400 2200000
sygouoogo o gbouoon sgodubd apgguood 00000
sJoOgoo oo gdg w04 200000 200000
sygUOoOogo angpogdgoo vOgodubdo 30g0o0d 200000
e U0d 20000 g0 2000400 sedgooof
PASTABOS

1. Uz teisingg atsakyma skiriami visi uzdavinio taskai. Uz nenurodytg atsakyma skiriama 0 tasky, o klaidingas
atsakymas vertinamas minus 25% uzdavinio tasky.
2. KORTELES NEGALIMA LANKSTYTI IR GLAMZYTI.

3. Atlike uzduotj, konkurso organizatoriams grazinkite tik $ig kortele. Saglygy lapelis ir sprendimai lieka Jums.

Automatinis apdorojimas, Nacionalinis egzaminy centras, 2013



2015 m. Senjoro uzduociy salygos

Klausimai po 3 taskus

1. Andréja gimé 1997 metais, o jos sesuo Karolina gimé 2001 metais. Tikslus sesery amziy
skirtumas neisvengiamai yra
A) mazesnis nei 4 metai B) ne mazesnis nei 4 metai C) lygiai 4 metai
D) didesnis nei 4 metai E) ne mazesnis nei 3 metai

2. Ka gausime, suprasting reiskinj (a — b)’ + (b —a)®?
A)0 B) 2(a —b)° C) 2a° — 215 D) 2d° + 2b°
E) 2a° + 10a*b + 20a30? + 20ab* + 10ab* + 2b°

3. Kiek realiyjy sprendiniy turi lygtis 22 = 4*+1?
A)0 B)Begalodaug C)2 D)1 E)3

4. Diana ir Kasparas dalyvavo biologijos pamokoje-zygyje. Aptikty me-
dziy, priklausanciy keturioms rusims, kiekius Diana pavaizdavo stul-
peline diagrama. O Kasparas sukuré skrituling diagrama, kad ais- e m

kiau parodyty skirtingy rusiy medziy santykj. Kaip atrodo Kasparo
diagrama?

D)

5. Paulina sudé¢jo 31 naturalyjj skaiciy nuo 2001 iki 2031 ir suma padalijo is 31. Kokj skaiciy ji
gavo?
A) 2012 B) 2013 C) 2015 D) 2016 E) 2496

6. Kelios is keturiy pavaizduoty figury gali buti nubréztos, neatitraukiant piestuko ir jokios linijos

atkarpos nebréziant du kartus?
A A
W

A)0 B)l1 C)2 D)3 E)4
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SALYGOS

10.

. Audroné sulanksté kvadratine servetéle, atsitiktine tvarka lenkdama jg isil- Lo

. Paveikslélyje pavaizduoti trys pusskrituliai, kuriy plotai yra X, Y ir Z, o

gai punktyru pazymeéty linijy, ir gavo popierinj kvadrateélj (zr. pav.). Tada R N |:|
ji nukirpo vieng kvadratélio kampelj. Kiek skyliy ji rado servetéléje, is- i
lanksciusi ja?
A)0 B)1

C)2 D)4 E)9

. Popieriné stikliné yra nupjautinio kugio formos (zr. pav.). Ja sudaro dug-

nas ir Soninis pavirsius. Kokios formos bus perkirptas ir istiesintas Soninis

pavirsius?
B) w C) V D) Q E) Q

A)

.. . . . e . R .. .. ‘// 7 \_\\
skersmenys yra staciojo trikampio krastinés. Kuris sarysis teisingas? | / v
A)X+Y<Z B VX+VY=/Z C)X+Y=Z
D) X2 +Y?=7%2 E)X?+Y?> 72 \ I

Kuriame skaiciy sarase isvardytos visos galimybés, kiek smailiyjy kampy gali turéti iskilasis
keturkampis?
A)0,1,2 B)O0,1,2,3

C)0,1,2,3,4 D)0,1,3 E)1,2 3

Klausimai po 4 taskus

11.

12.

13.

14.

/(2015 + 2015) + (2015 — 2015) + (2015 - 2015) + (2015 : 2015) =
A) V2015 B) 2015 C) 2016 D) 2017 E) 4030

Liliana staciakampéje koordinaciy sistemoje pavaizdavo funkcijy y = 2 — 22 ir y = 2% — 1
grafikus. Tada ji nutryné Oy asj, bet Ox asj paliko. [ kiek daliy padalijo plokstumg du
grafikai ir asis?

A)7 B)8 C)9 D)10 E)11

I kiekviena skrituliuka (zr. pav.) jrasyta po skai¢iy. Ignas pastebéjo, kad

bet kuris skaicius lygus dviejy gretimy skaic¢iy sumai. Koks skai¢ius jrasytas
klaustuku pazymeétoje vietoje?
A)-5 B)-16 C) -8

D) —3 E) Ignas apsiriko

Penki skirtingi naturalieji skaiciai a, b, ¢, d, e tenkina lygybes c:e=0b,a+b=dire —d = a.
Kuris skaicius didziausias?
A)a B)b C)c D)d E)e
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Turint n teigiamy realiyjy skaiciy, ju geometriniu vidurkiu vadinama n-tojo laipsnio Saknis is
tu skaiciy sandaugos. Tam tikry trijy teigiamy skaic¢iy geometrinis vidurkis yra 3, o kity trijy
teigiamy skaiciy geometrinis vidurkis yra 12. Koks yra visy Sesiy skaic¢iy geometrinis vidurkis?
A)4 B)6 C)2 D)2 E)36

Paveikslélyje pavaizduoti trys koncentriski apskritimai ir du statmeni
skersmenys. Maziausiojo apskritimo spindulys yra 1, o nudazytos sritys
yra lygiaplotes. Kokia yra trijy apskritimy spinduliy sandauga?

A)V6 B)3 C)* D)2y/2 E)6

Prekiautojas automobiliais jsigijo du automobilius. Vieng i jy jis pardave uz 40% didesne
pinigy suma, nei pats sumokéjo, t. y. gavo 40% pelna. Antrasis automobilis atnesé prekiautojui
60% pelna, o abu automobiliai kartu sudéjus atnesé 54% pelng. Koks yra prekiautojo uz pirmaji
ir antragjj automobilius sumokéty kainy santykis?

A) 10:13 B)20:27 C)3:7 D)T112 E) 2:3

Barbora turi paprasta losimo kauliuka, kurio sienelése yra po 1, 2, 3, 4, 5 ir 6 akutes. O jos
draugo Zygimanto kauliukas ypatingas: jo sienelése yra po 2, 2, 2 5, b ir 5 akutes. Barbora ir
Zygimantas parideno savo kauliukus. Kokia tikimybé, kad Zygimantui iskrito daugiau akuciy

nei Barborai?

1 7 5 1 11
A)- B)— ~ D)- E)—
)3 By O D By

Inga j vamzdelj subéré 2015 rutuliuky, sunumeruoty skaiciais nuo 1 iki 2015. Rutuliukai su ta
pacia skaitmeny suma yra tos pacios spalvos, o rutuliukai su skirtingomis skaitmeny sumomis
yra skirtingy spalvy. Keliy skirtingy spalvy rutuliuky yra vamzdelyje?

A)10 B)27 C)28 D)29 E) 2015

Standartinio losimo kauliuko bet kuriose dviejose priesingose sienelése - eoe
kartu yra 7 akuteés. Paveikslélyje pavaizduoti du suglausti vienodi | g ° o )
S -

standartiniai kauliukai. Kiek akuciy gali buti desinéje nematomoje o o
sieneléje, pazymétoje klaustuku?

A) Tik5 B)Tik2 C) Tik2arbab D) Tik1, 2,3 arbab E) Tik 2, 3 arba 5

Klausimai po 5 taskus

21.

1 2 3 ... 10

Paveikslélyje pavaizduota skaic¢iy nuo 1 iki 10 daugybos lentele. 10
Kam lygi visy 100 sandaugy suma? 212 4 6 ... 2
A) 1000 B) 2025 C) 2500 D) 3025 E) 5500

—_
—_
[\
w

10|10 20 30 ... 100
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SALYGOS

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Paveikslélyje pavaizduota kreive — Paskalio sraige — apibrézia lygtis

(2% +y* = 22)* = 2(2 +3°).

Kuri is tiesiy a, b, ¢, d sutampa su Oy asimi?
A)a B)b C)c D)d E)Neéviena

IS eilés perskaitykite penkis teiginius A-E. Kuris teiginys yra pirmasis teisingas?
A) Teiginys C teisingas B) Teiginys A teisingas C) Teiginys E klaidingas
D) Teiginys B klaidingas E) 1+4+1=2

Kiek yra taisyklingyjuy daugiakampiy, kuriy kampai lygus sveikajam skaiciui laipsniy?
A)17 B)18 C)22 D)25 E)60

Keli trizenkliai naturalieji skaiciai gali buti uzrasyti kaip lygiai devyniy skirtingy dvejeto laips-
niy suma (2° taip pat yra dvejeto laipsnis)?
A)l B)2 C)3 D)4 E)5

Kiek yra skirtingy staciyjy trikampiy, kuriy krastiniy ilgiai yra sveikieji skaiciai, o vieno sta-
tinio ilgis yra 207
A)l B)2 C)3 D)4 E)6

Duotas staciakampis ABCD (7r. pav.). Taskas M, dalija P M ¢

pusiau atkarpa DC', M, dalija pusiau AM;, M; dalija pusiau

BM,, o M, dalija pusiau C'M3. Kurig staciakampio ploto M, M,

dalj sudaro keturkampis M7 My M3 M,?

AL B ol p2 ! Ms
16 32

L ~ E)-
16 32 5 A B

Mazoji Karolina nupiesé ant lentos kelis sta¢iakampius: vienus mélyna kreida, kitus raudona.
Lygiai 7 staciakampiai yra kvadratai. Raudony staciakampiy yra trimis daugiau nei meélyny
kvadraty. Raudony kvadraty yra dviem daugiau nei mélyny staciakampiy. Kiek meélyny
staciakampiy nupiesé Karolina?

A)l B)3 C)5 D)6 E)I10

Skaic¢iuociy klube susirinko 96 nariai ir sustojo ratu. Jie ratu is eilés émé garsiai skaiciuotis: 1,
2, 31rt. t. Zmogus, iStares lyginj skaiciy, tuojau pasitraukia is rato. Apéjus pilng rata, Zmonés
skaiciavosi toliau: 97, 98, ..., kol rate liko tik vienas zmogus. Koks buvo pirmas skaicius, kurj
skaic¢iuotés metu istare paskutinis likes Zzmogus?

A)l B)17 C)33 D)65 E)9%
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30. Zodyje KANGAROO raides reikia pakeisti skaitmenimis taip, kad gautas skaicius dalytysi is
11. Vienodos raidés kei¢iamos vienodais skaitmenimis, skirtingos raidés skirtingais skaitmeni-
mis ir K # 0. Dovydas sugalvojo didziausig tokj skaiciy, o Deividas — maziausig tokj skaiciy.
Viena raide jie pakeité tuo paciu skaitmeniu. Koks tai skaitmuo?

A)0 B)3 C)4 D)5 E)6



!

e

-

Senjoro uzduociy sprendimai

1. @ ne mazesnis nei 3 metai

Laikg nuo Andréjos iki Karolinos gimimo sudaro 5 tarpsniai: laikas nuo Andréjos gimimo iki
1997 mety pabaigos, 1998 metai, 1999 metai, 2000 metai ir laikas nuo 2001 mety pradzios iki
Karolinos gimimo. Jei laikg matuosime metais, tai atitinkama tarpsniy trukme lygi =, 1,1, 1, y.
Cia z ir y yra bet kokie skaic¢iai nuo 0 iki 1. Beje, nezinomyjy naudoti nebuitina — pakanka
jsivaizduoti Siuos tarpsnius laiko tieséje.

Koks didziausias galimas sesery amziy skirtumas? Jis bus didziausias, jei z =y =1, t. y.
jei Andréja gimé 1997 mety pradzioje, o Karolina 2001 mety pabaigoje. Tada amziy skirtumas
lygus 14+ 1+ 1+ 141 =5 metams. Tai parodo, kad atsakymai A ir C klaidingi.

Panasiai amziy skirtumas bus maziausias, jei x = y = 0, t. y. jei Andréja gimé 1997 mety
pabaigoje, o Karolina 2001 mety pradzioje. Tada amziy skirtumas lygus0+1+1+1+0=3
metams. Tai parodo, kad atsakymai B ir D klaidingi, o atsakymas E teisingas.

2. (A) 0
Norint iSspresti §j uzdavinj, visai nebutina mokeéti (Niutono binomo) formulés reiskiniui (a—b)®.
Tereikia Zinoti, kad visada (—c)® = —c°. Pazyméje ¢ = a — b gauname
(a—0)°"+b—-0a)’=(a=b"+(—(b—0a)’ =+ (—c)° = - =0.
Dar galime jsitikinti, kad kaip nors kitaip prastindami reiskinj niekaip negausime kity
atsakymy. Tam tereikia jrasyti a = 1, b = 0 | duotajj reiskinj ir atsakymus. Joks i§ likusiy 4
atsakymy nejgyja duotojo reiskinio reikSmes 0, todél negali sutapti ir kaip reiskinys.

Beje, jei prastintume reiskinj (a — ) + (b — a)%, tai gautume 2(a — b)%. Atsakymag E
galima uzrasyti kaip 2(a + b)°.

3. @A) 0

Lygybés kairéje matome laipsniu keliama skaiciy 2, o desinéje — skaic¢iy 4, kuris pats yra dvejeto
laipsnis. Lygybés puses labiau suvienodinsime, tuo pasinaudoje:

4ac+1 — (22)z+1 _ 22~(;t+1) _ 2230—}—2, 22;10 _ 22:1:—1—2'

Dabar laipnsiy rodikliai privalo sutapti: 2z = 2z 4+ 2 arba 0 = 2. Taip buti negali, tad lygtis
sprendiniy neturi.

14
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Keturiy rusiy medziy kiekius is eilés pazymeékime x,y, 2, t z

(zr. pav.). Stulpelinéje diagramoje siems skaic¢iams pro- 2 y
porcingi stulpeliy auksciai ir plotai, o skritulin¢je diagra- y

moje — iSpjovy kampai ir plotai. Stulpelinéje diagramoje [ ] m

aiskiai matyti, kad x > z > t > y. IS tiesy stulpeliy
aukséiy santykis z : z : t : y bent apytiksliai lygus 4 : 3 :2: 1.

I panasaus dydzio dalis (%, 1%, % ir % skritulio) padalyta atsakymo A
diagrama. Taciau toks diagramy sugretinimas is akies gali buti netikslus, todél

naturalu tikrinti likusius atsakymus — gal jie taip pat atrodys teisingi?

Galime atmesti atsakyma B. Jame z ~ ¢, bet stulpelingje diagramoje z ir
t skirtumas yra gana zymus: stulpeliy auksc¢iy santykis yra arciau 3 : 2, o ne
1:1.

Galime atmesti atsakyma C. Jame z ~ z, bet stulpelin¢je diagramoje z ir
z skirtumas yra gana zymus: stulpeliy auksciy santykis yra arciau 4 : 3, o ne
1:1.

Turbut lengviausia atmesti atsakyma D: jame y > ¢.

Galime atmesti ir atsakyma E. Cia pirmosios risies medziai sudaro daugiau
nei pus¢ visy medziy, t. y. = > y + z + t. Taciau stulpelin¢je diagramoje
sudéje likusius tris stulpelius, gausime stulpelj, aukstesnj nei pirmasis. Todél
r<y+z+Lt.

5. (D) 2016

Skaiciy vidurkis lygus z = (2001 42002 + . ..+ 2031)/31. Belieka kaip nors nustatyti reiskinio
reiksme.

Skaitiklyje turime aritmetinés progresijos 31 nario suma, taigi galime taikyti aritmetinés
progresijos sumos formule:

2001 + 2031
2

4032

2001 42002 + ... + 2031 = 31 ?-31:2016-31.

Buty neismintinga dauginti 2016 is 31. Paprasc¢iau palikti sandauga. Tada kaipmat
gauname x = (2016 - 31)/31 = 2016.
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! Kaip suprastinti reiskinj, nezinant aritmetinés progresijos sumos formulés? Pertvarkykime

-

suma;:
2001 + 2002 + ... + 2031 = (2000 + 1) + (2000 + 2) + ... + (2000 + 31) =

= (2000 4+ 2000 + ... +2000) + (1 +2+...+31) =2000-31 + (1 + 2+ ...+ 31).

Sumos 1+ 2+ ...+ 31 tikslios reiksmés taip pat nebutina skaic¢iuoti. Sugrupuokime pirmus 30
démeny j 15 poru: (1,30),(2,29),(3,28),...,(15,16). Kiekvienos poros skai¢iy suma lygi 31.
Vadinasi,

(1+24...430)+31=((1+30)+ (2+29) +...+ (15+16)) + 31 =

—(31+31+...+31)+31=15-31+31 = 16 - 31.
Pagaliau randame vidurkj = (2000 - 31 + 16 - 31)/31 = 2000 + 16 = 2016.

6. D) 3

Pirmaja, trecCiaja ir ketvirtaja figuras galima nubrézti nurodytu budu. Galima pradéti nuo
kairiojo figuros galo, o priéjus keliy linijy susikirtimag rinktis kryptj pagal tokia taisykle: sukti
i kaire, jei prieitas taskas yra kairéje nuo figuros centro, ir sukti j desine priesingu atveju.
Figuras sudarancios atkarpos apeinamos paveiksléliuose nurodyta tvarka.

2 2
4

2
4
6
1 3 5 17 5 319 111 ][5 7 913 |13
8

6 10
4 8 12

Antrosios figuros nejmanoma nubrézti nurodytu budu. Pradéje nuo bet kurio jos tasko,
pateksime j aklaviete. Figura pakankamai nesudétinga, todél galima greitai patikrinti visas
galimybes. Cia pateikiame matematinj samprotavima, galintj padéti iSspresti panasius, bet
sudétingesnius uzdavinius.

Jei kuris nurodytu budu bréziamos linijos taskas néra nei
pradzios, nei galo taskas, tai iS jo iSeina lyginis skaic¢ius linijos
atkarpy. Taip yra, nes linija gali kirsti taska kelis kartus, bet kiek X T
karty i ji sueina, tiek karty is jo ir iSeina. Taigi nelyginis skaic¢ius
atkarpy gali iSeiti i$ daugiausiai dviejy figuros tasky — pradzios ir
galo tasky. Taciau antrojoje figuroje yra net 4 tokie taskai: is X
ir T iSeina po viena atkarpa, 0 iS Y ir Z — po tris (zr. pav.). Todél
jos nurodytu budu nubrézti nejmanoma.

Turime iS viso 3 tinkamas figuras.
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7. B) 1

! Devynlange servetéle sulanksé¢ius iki vieno kvadratélio, visi devyni lange- T T
liai priglunda vienas prie kito. Nukirpus gautojo kvadratélio viena kampa, | #‘ o ‘# e
nukerpamas kiekvieno langelio lygiai vienas kampas, nes lygiai viena kiek- ! !
vieno langelio virsuné sutaps su nukerpama kvadratelio virsune. G + o ; e
Nukirptos servetélés dalys gali buti tik aplink 16 pazyméty tasky — ‘ ‘
langeliy virSuniy (7r. pav.). Butent aplink — kirpimo linija neina per - o

pacius pazymétus taskus (virsunes), todél su kiekvienu langelio kampu nukerpami ta pacia
virsune turinciy kity langeliy kampai. Skyles galime gauti tik servetélés viduje, t. y. aplink 4
vidinius taskus. Siuos 4 taskus vienija tai, kad jie yra vidurinio langelio virstinés. Tac¢iau skylé
atsiras aplink lygiai viena i$ ju, nes lygiai vienas vidurinio langelio kampas nukerpamas (kuris
— priklauso nuo servetélés lankstymo budo). Vadinasi, nepriklausomai nuo to, kaip sulankstyta
servetele, skylé visada bus viena.

e

? Kas vaikystéje yra mégines pagaminti popierine kiigio formos kepure, tam $is uzdavinys turéty
buti labai lengvas. Kugj (tiksliau — jo Soninj pavirsiy) gauname is skritulio iSpjovos (kaip
atsakyme C; zr. pav.). I8pjova ribojantys skritulio spinduliai suglaudziami, o skritulio centras

tampa kugio virsune.

Bet mums rupi nupjautinis kugis. Jj is kugio galima gauti nupjovus apating to kugio dalj,
kuri, zinoma, taip pat bus kugis su ta pacia virsune, tik mazesnis. Taigi nuo skritulio iSpjovos
turétume nukirpti skritulio su tuo paciu centru iSpjovg, tik mazesne. Atsakyme E matome
likusia pradinés iSpjovos dalj, o nukirpta dalis pavaizduota punktyru.

C) E)

?? Atsakymga pasirinkti galima ir atmetimo budu.

N 2\ o o

Kiekvieng is figury A—D galima sulenkti ir suglausti jos lygius soninius krastus. Nupjau-
tinio kugio Soninis pavirsius turi virsutinj krastg ir apatinj krasta, trumpesnj nei virsutinis.
Lenkiant bet kuria plokscia figura bet kuri tos figuros linija (taip pat ir figuros krastas) keicia
forma, tampa erdvine, bet jos ilgis nepakinta. Taigi is figury A ir D nupjautinio kugio negau-
sime — juy virSutinis ir apatinis krastai yra to paties ilgio. Figura C apatinio krasto apskritai

neturi.
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e

Liko atmesti atsakyma B (lygiasoné trapecija). Suglausdami Soni-
nes trapecijos krastines, suglausime smailiuosius trapecijos kampus, kuriy 4\
suma mazesne nei 90° +90° = 180°. Intuityviai turéty buti aisku, kad ma- !
Zesnis nei iStiestinis kampas bus matyti kaip gautos erdvineés figuros krasto

smailuma (7r. pav.), kurios nupjautinis kugis neturi. Norint atmesti atsakyma, to pakanka.

Grieztai matematiskai §j pastebéjimag galima interpretuoti taip. Jau turimame kugyje ir
figuroje, gautoje sulenkus trapecija, pazymékime virsutinio krasto taska, per kurj kerpama.
Kugyje is abiejy pusiy tuo paciu atstumu nuo pazymétojo tasko dar pazymékime virsutinio
krasto taskus My, Ms. Taip pat ir sulenktoje trapecijoje pazymeékime taskus Ny, Ny, kurie ture-
ty sutapti su My, M, jei pacios figuros sutapty. Taskus M; ir My artinant krastu prie kirpimo
tasko, dél turimos smailumos atstumas tarp N; ir Ny neiSvengiamai mazes grei¢iau nei tarp
My ir M,, taigi sulenkta trapecija ir kugis negali sutapti. Technines detales praleidziame.

kugio sudaromosios, kurios ilgis yra [ (Zr. pav.), gausime skritulio, kurio spindulys yra [,
iSpjova.
C

A=BRB M

Jau minéjome, kad lankstant plokstumos figuras kinta linijy forma, bet ne ilgis. Tas pats galio-
ja, kai istiesiname erdvines figuiras, jkerpame jas. Todél trumpiausias atstumas tarp bet kuriy
sulenkiamos, tiesinamos, jkerpamos figuros tasky taip pat nekinta, nebent taskus jungianti
trumpiausio ilgio linija kerta kirpimo linija.

Perkirpe ir iStiesinge kugj, gausime figura, kuria riboja trys linijos: dvi ilgio [ linijos AC'
ir BC, atsiradusios kirpimo vietoje, ir kugio pagrindo krastas AB (erdvéje buves apskritimu).
Trumpiausias atstumas nuo kugio virsunés C' iki bet kurio kugio pagrindo krasto tasko M
lygus [ ir atkarpa C'M nekerta kirpimo linijos (nebent sutampa su ja). Taigi ir isklojus kugj
kiekvienas kreives AB (nebent iSskyrus jos galus) taskas M bus nutoles nuo C' tuo paciu
atstumu [ ir kiigio pagrindo krastas plokStumoje virsta apskritimo lanku. Zinoma, lankui
priklauso ir jo galai A, B.

Kad turétume skritulio iSpjova, dar truksta, kad linijos AC ir BC' buty tiesés atkarpos.
Sios linijos jungia apskritimo, kurio spindulys yra I, centra C su apskritimo lanko galais A, B.
Linijy ilgiai yra [, t. y. lygus trumpiausiam atstumui nuo C' iki A ir B. Tad linijos turi buti
tiesés atkarpos: trumpiausias atstumas tarp plokStumos tasky gaunamas, tik sujungus taskus
tieses atkarpa.

9. () X+Y =2
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? Pusskritulio plota galima rasti, Zinant skersmenj. Skersmenys yra staciojo trikampio krastinés,

!

e

kuriy ilgius pagal Pitagoro teorema sieja sarysis. Taigi Sis sarysis sieja ir nagrinéjamus plotus.
Pusskrituliy, kuriy plotai yra X, Y ir Z, skersmenis atitinkamai pazymeékime a, b ir c. Tada

pusskrituliy spinduliai lygus 4,3, £, skrituliy plotai lygus 7(%)% m(3)% m(5)? ir pusskrituliy

plotai lygtis X = 17(%)? = %‘IQ,Y = %I’Q,Z = %02. Taigi a® = 8X/m,b* = 8Y/m, * = 8Z /.
Pagal Pitagoro teoremg a? + b* = ¢?. Tada 8 X/7 + 8Y/m = 8Z/n. Padauging lygybe i$ 7

ir padalije ja iS 8, gauname, kad X +Y = 7.
Isitikinkime, kad kiti atsakymuose nurodyti sarysiai negali buti teisingi.

A) Kadangi X +Y = Z, tai X 4+ Y negali buti maziau nei Z.

B) Jei VX + VY =VZ tai Z = (VZ) = (VX + V¥ = (VXP + 2VXVY + (V) =
=X +2V/XY +Y > X4V,

D) ir E) Kadangi X +V = Z, tai 22 = (X +Y)? = X2+ 2XY + Y2 > X2 4 V2,

10. B) 0,1, 2,3

Norint pasirinkti teisinga atsakyma, pakanka iSsiaiskinti, ar galima gauti 0, 2, 3 arba 4 smai-
liuosius kampus. Kad jsitikintume, jog reikiami keturkampiai egzistuoja, tiesiog konstruokime
juos. Irodant, kad keturkampiai su tam tikrais kampais neegzistuoja, pravers keturkampio
kampy suma (n —2)-180° = (4 —2) - 180° = 360°. Atkreipkime démesj, kad keturkampiai turi
buti iskilieji, t. y. ju visi 4 (vidiniai) kampai turi buti mazesni nei 180°.

Nagrinékime paprasciausia keturkampj — kvadrata. Jo visi kampai lygus 90°. Taigi iski-
lasis keturkampis gali tureti 0 smailiyjy kampy.

Lygiasoné trapecija su kampais 60°,60°,120°, 120° turi du smailiuosius kampus.

Turbut sunkiausia gauti keturkampj su 3 smailiaisiais kampais. Suglauskime lygiakrastj
trikampj ir lygiasonj trikampj su kampais 150°, 15°, 15°, kaip parodyta desiniajame paveiksle-
lyje. Gauname iskilajj keturkampj, kurio kampai lygus 150°,15° + 60° = 75°,60°, 75°. Taigi
gavome 3 smailiuosius kampus.

[T L]

0 1 2 3

O 4 smailiyjuy kampy keturkampis negali turéti, nes priesingu atveju visi 4 kampai mazesni
nei 90°, o jy suma, viena vertus, lygi 360°, bet, kita vertus, mazesné nei 90° +90° 4 90° 4+ 90° =
= 360°.

Kad sprendimas buty pilnas, is karto pateikiame pavyzdj, kai keturkampis turi 1 smailyjj
kampa. Suglaude kvadrata ir lygiasonj statyjj trikampj, kaip parodyta paveikslélyje, gauname
stacigja trapecija su kampais 90°,90°,45°, 45° 4+ 90° = 135°.
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11. (C) 2016

! Dél patogumo pasizymékime a = 2015. Pastebékime, kad a +a=2a,a —a=0,a-a=a
a:a = 1. Tada duotojo reiskinio reiksSme lygi

V2a+0+a2+1=vVa2+2a+1=,/(a+1)%= V20162 = 2016.

2ir

Svarbiausia Siame uzdavinyje yra nesuprastinti reiskinio per daug ir pastebéti pilnajj kvad-
ratg a® +2a + 1 = (a + 1)

12. D) 10

? Funkcijy grafikai yra parabolés. Ju padétj plokstumoje patogu jsivaizduoti (bitent jsivaizduoti,
o ne analizuoti) taip. Pradzioje turime dvi tos pacios formos, simetriskas viena kitai Ox asies

atZvilgiu paraboles y = 22 ir y = —2? — vieng vir$ aSies, kitg po aSimi. Jos liecia viena kitg ir
Oz asdj taske O.
Kad gautume parabole y = 2 — 22, turime apatine parabole y = —2? pastumti j virsy

per 2. Kad gautume parabole y = 22 — 1, turime virsutine parabole y = x? pastumti j apacia
per 1. Pastumtos parabolés lieka viena kitai simetriskos, bet ima kirstis dviejuose taskuose
ir horizontali simetrijos asis eina per tuos sankirtos taskus. Kadangi apatine parabole j virsy
pastuméme labiau nei virsutine j apacia, tai simetrijos asis atsiduria virs Ox asies. Pastumtos
parabolés taip pat ima kirsti Oz asj — kiekviena dviejuose taskuose. Sie kirtimosi taskai yra
Oz aSyje, taigi po simetrijos asimi. Gauname situacijg, pavaizduotg desiniajame paveikslélyje.
Plokstuma padalyta j 10 sri¢iy (kiekviena i$ ju pazyméjome tasku).
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Zinoma, uzdavinj galima iSspresti tiksliau pavaizduojant paraboles asies atzvilgiu. Tam verta
rasti dvieju paraboliy ir tiesés y = 0 (tokia yra Ox asies lygtis) sankirtos taskus.

I[Ssprende lygciy sistema {y = 2 — 22, y = 2% — 1}, randame paraboliy sankirtos taskus
(£V/T5:0,5).

ISsprende lygciy sistema {y = 2 — 22, y = 0}, randame parabolés ir Oz aSies sankirtos
taskus (£v/2;0).

I8sprende lygciy sistemg {y = 22—1, y = 0}, randame kitos parabolés ir Oz aSies sankirtos
taskus (£1;0).

Dar galime rasti Oy asyje esancias paraboliy virsunes (0;2) ir (0; —1).

Per rastus taskus nubréze paraboles, apciuopsime tg pacig situacija, kaip 7 dalyje.
13. @ Ignas apsiriko

[rasytus skaic¢ius pazymékime, kaip parodyta paveikslélyje. Reikia ras-
ti t.
Jei Ignas neapsiriko, turétume tokias skaiciy reikSmes:

r=3+5=8, b=zx4+y=8+4y, y=-3, —-3=y=5+z2,

z2=-8, B=z=y+t=-3+t =5

Taigi galétume pasirinkti atsakyma A. Bet tai buty klaida — bent jau kol kas negalime atmesti
atsakymo E, kuris vercia patikrinti, ar toks skai¢iy surasSymas egzistuoja.
Toliau eikime ratu:

—S=t=z4u=-84u, u=3, 3=u=t4+v=-5+4+v,
v=_8 8=v=u+3=3+3=6#8.
Gavome priestara. Taigi Ignas apsiriko.

Priestarg galima gauti ir greiciau.

Turi galioti Sios dvi lygybés: y = 5+ 2,2 = y+t. Jas pasirinkome, nes jose yra net po du
bendrus nezinomuosius y ir z. Sudéjus lygtis, Sie nezinomieji iSnyksta: y+2 =5+z24+y+t =
=t+5+(y+2)ir 0=1¢+5. Taigi t = —5.

I$ analogisky lygybiy v = 3 + u,u = v + t randame ¢t = —3 # —5.

14. (©) ¢
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!

e

Kad buty pz}praséiau, dalyba pakeiskime daugyba, o atimtj sudétimi: ¢ = be, d = a + b,
e = a + d. Zinoma, naturaliyjy skaic¢iy suma didesné nei bet kuris iS démeny, todel d > a,
d > b, e > air e > d. Naturaliyjuy skai¢iy sandauga ne mazesné nei bet kuris i dauginamujuy
(gali buti lygi dauginamajam, jei kitas dauginamasis lygus 1). Todél ¢ > b ir ¢ > e. Duota,
kad 5 skaiciai yra skirtingi, todél ¢ > b ir ¢ > e.

Gautasias nelygybes galima panaudoti klaidingiems atsakymams eliminuoti:

e > a (ir d > a), tad skaicius a néra didziausias;

c¢>b (ir d > b), tad skaicius b néra didziausias;

e > d, tad skaicius d néra didziausias;

¢ > e, tad skaicius e néra didziausias.

Vadinasi, didziausias yra skaicius c.

Atkreipkime démesj, kad jrodymas lieka galioje, net jei pamirSime apie lygybe d = a + b
ir i$ jos iSplaukiancias nelygybes. Kad sprendimas buty pilnas, pateikiame pavyzdj, jrodantj,
jog salyga tenkinantys skaiciai egzistuoja: a =1, b=2,¢c=8,d =3, e =4.

15. B) 6

Pirmus tris skaicius pazymeékime xq, x5, x3, o kitus tris skaicius y1, yo, y3. Tada pagal geomet-

rinio vidurkio apibrézima ¥rizex3 = 3 ivr 3y1y2y3s = 12. Mums reikia rasti &/T12223Y1Y2Y3.
Posaknyje matome tas pacias sandaugas z1x,23 ir y192y3. Raskime jas, bet palikime kélima
laipsniu, kad véliau galétume suprastinti su 6-ojo laipsnio Saknimi:

12213 = 3%, yiyoys = 12°,  YTTox3y1yeys = V33128 =
= J(3-12)3 = V/36% = (36%)s = 365 = 362 = /36 = 6.
Galima skai¢iuoti ir kiek kitaip. Bet kokiam teigiamam skai¢iui a galioja /a = as =
= a3 = (Ya)t = /¢a. Toddl
YT ToT3Y1YaYs = /010973 - Y1Yays = 3+ 12 = 36 = 6%,

VT1T2T3Y1Y2Y3 = \/\3/901@90391?/293 = V62 = 6.

Pastebékime, kad visy 6 skai¢iy vidurkis lygus dviejy duoty vidurkiy 3 ir 12 vidurkiui:
V3 -12 = 6. Taip buty ir su kitomis duotomis reikSmémis. IS tiesy 6-ojo laipsnio Saknis is
6 skaic¢iy sandaugos visada lygi kvadratinei sakniai i§ kubiniy Sakny, kurios ir yra duotieji
vidurkiai, sandaugos. Tai pastebéjus, atsakyma galima gauti praktiskai vienu veiksmu.

16. (A) V6




23

! Koncentrisky apskritimy spindulius pazymékime r = 1, ro, r5. Cia
r1 < ro < rs. Statmeni skersmenys dalija skritulius j ketvir¢ius. Dabar
svarbiausia interpretuoti tris nudazytas sritis. Jos gali buti jvardy-
tos taip: sritis kairéje yra mazojo skritulio ketvirtis; desinioji apatiné
sritis yra vidurinio skritulio ketvirtis, nuo kurio atskirtas mazojo skri-
tulio ketvirtis; sritis virsuje yra didziojo skritulio ketvirtis, nuo kurio

atskirtas vidurinio skritulio ketvirtis. Taigi jei skrituliy ketvirc¢iy plotai lygis S; = 7r? /4,
Sy = mr3 /4, S5 = wri/4, tai nudazyty sriciy plotai tada lygus Sy, Sy — S ir S5 — Sy. Jie lygus

tarpusavyje, o apskaic¢iuoti S7 galime is karto:

g ﬁ_ﬂ'ﬂ_ﬁ
VI
S _§_g mMi_m_m my _m w
2ol eh 4 4 4 4 44
’]”3252227 ’]”2:\/§7
2 oar: o7 wr:  re
Ss— Sy =8 T T2 0 o 2
3 2 1 4 4 4a 4 4
7T(\/§)2 T 2r 7w 37 , 3T 5
= _= — _= — T == — 0 — =
4 4 4 4 40 3 4 4 ’

Taigi ieskoma spinduliy sandauga lygi

7’1T27’3:1'\/§'\/§:\/T:\/6'

1! Uzdavinj galima iSspresti be lygéiy. Vélgi mintyse interpretuokime nudazytas sritis per skri-
tuliy ketvir¢ius. Apjunge kairiaja sritj (mazojo skritulio ketvirtj) ir deSiniaja apatine sritj (to
paties ploto), gausime dvigubo ploto vidurinio skritulio ketvirti. O ji sujunge dar ir su likusia
sritimi (vél to paties ploto), gausime jau trigubo ploto didziojo skritulio ketvirtj. Taigi skrituliy
ketvir¢iy ploty santykis yra 1 : 2 : 3. Skrituliy plotai 4 kartus didesni ir jy santykis taip pat yra
1:2: 3. Kadangi skritulio plotas proporcingas skritulio spindulio kvadratui, tai atitinkamy
spinduliy santykis turi biiti 1 : v/2 : /3. Belieka prisiminti, kad maziausias spindulys yra 1,
tad like du spinduliai lygus v/2 ir v/3. Spinduliy sandauga lygi 1 - v/2 - /3 = V6.

17. (C) 37
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! Pradines automobiliy kainas pazymékime a ir b (eury ar kity piniginiy vienety). Reikia rasti

a:b.

Uzdavinio informacijg uzrasykime lygtimi. Kaina, uz kurig prekiautojas pardavé pirmajj
automobilj, 40% didesné uz automobilio pradine kaing a. Todél ji lygi a - (1 + 14000%5) = 1,4a.
Panasiai antrasis automobilis parduotas uz kaina 1,60, o abu automobiliai, pradzioje kainave
a + b, parduoti uz bendra kaing 1,54(a + b). Taigi naujaja abieju automobiliy kaing galime
uzrasyti dviem budais:

1,4a 4+ 1,6b = 1,54(a + b).
Kad rastume a : b, pertvarkykime lygtj, kad jos vienoje puséje likty tik a, o kitoje — tik b:
1,4a + 1,6b = 1,54a + 1,54b,
1,60 — 1,54b = 1,54a — 1,4a,
(1,6 — 1,54)b = (1,54 — 1,4)a,
0,060 = 0,14a.
Padauginkime lygtj is 100:

6b=14a, a:b=6:14=3:7.

5
18. (C) 3

Barboros metimas turi 6 vienodai galimas baigtis: atvirsta 1, 2, 3, 4, 5, 6 akutés. Nepriklau-
somas Zygimanto metimas turi dvi vienodai galimas baigtis: atvirsta 2 arba 5 akutes. Taigi
abu metimai kartu turi 6 - 2 = 12 vienodai galimy baig¢iy. Galime net jas iSvardyti (pirmoji
koordinaté zymi, kiek akuciy iskrito Barborai, o antroji — kiek Zygimantui):

(1,2), (2,2), (3,2), (4,2), (5,2), (6,2), (1,5), (2,5), (3,5), (4,5), (5,5), (6,5).

Mums reikia rasti jvykio, kad antrasis (Zygimanto) skaic¢ius didesnis nei pirmasis, tikimybe
p. Kadangi visos baigtys vienodai galimos, tai galima taikyti klasikinj tikimybeés apibrézima.:
p = ". Cia n = 12 yra baigciuy skaiCius, o m yra palankiy baigciy skaicius. Isvardykime

palankias baigtis (antrasis skaic¢ius didesnis nei pirmasis):
(1,2), (1,5), (2,5), (3,5), (4,5).

Jy yra penkios, todel m =5 ir p = 2.
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Pastebékime, kad jei Zygimanto kauliuko sienelése buty 2, 2, 2, 2, 5, 5 akutes, tai uzdavinj
turétume spresti kiek kitaip, nes Zygimanto metimo baigtys nebiity vienodai galimos (dvi
akutés iskrenta dazniau). Kad baigtys buty vienodai galimos, jas turétume parinkti Sesias
(kiekvienos i$ 6 sieneliy atvirtimas vienodai galimas). Sitaip, su kitokia baig¢iy aibe galima
spresti ir musy uzdavinj. Sprendimas tampa sudétingesnis, bet ¢ia ji pateikiame kaip tg, kuris
tikty ir kitose, sudétingesnése situacijose, ir kaip iliustracija, kad tikimybinis uzdavinys gali
turéti daugiau nei vieng matemating interpretacija.

Barboros metimas turi 6 vienodai galimas baigtis: atvirsta 1, 2, 3, 4, 5, 6 akutés. Ne-
priklausomas Zygimanto metimas turi 6 vienodai galimas baigtis: atvirsta 2, 2, 2, 5, 5, 5
akutés. Taigi abu metimai kartu turi 6 - 6 = 36 vienodai galimas baigtis. Juy per daug, kad jas
vardytume, todél skaic¢iuosime jas abstrakciai.

Pagal klasikinj tikimybés apibrézimg p = . Cia n = 36. Skai¢ius m yra palankiy baig¢iy
skai¢ius: kiek yra baigéiy, kur Zygimanto skai¢ius didesnis nei Barboros? Zygimantui atvirto
2 arba 5 akuteés.

Tarkime, Zygimantui atvirto 2 akutés. Barborai jy atvirto maziau — tik viena akuté.
Zygimantui 2 akutés galéjo atvirsti 3 budais (yra 3 sienelés su tiek akuciy), o Barborai viena
akuté — vieninteliu budu. Taigi ¢ia gauname 3 - 1 = 3 palankias baigtis.

Jei Zygimantui atvirto 5 akutés, o Barborai jy atvirto maziau, tai jai atvirto 1, 2, 3 arba 4
akutés. Zygimantui 5 akutés galéjo atvirsti 3 biidais (yra 3 sienelés su tiek akuciy), o Barboros
kauliukas turi 4 tinkamas sieneles (kur yra 1, 2, 3 ir 4 akutés). Taigi ¢ia gauname 3 -4 = 12
palankiy baigéiy.

IS viso gauname m = 3 + 12 = 15 palankiy baigéiy, ir p = % = 2

12
19. (C) 28

Reikia rasti, kiek skirtingy reiksmiy jgyja naturaliojo skaic¢iaus nuo 1 iki 2015 skaitmeny suma.
Pirmiausia nustatykime, kokia yra didziausia i ty sumuy. Didesnis skai¢ius nebutinai turi
didesne skaitmeny suma. Pvz., skaiciaus 1000 skaitmeny suma téra 1, o skaiciaus 999 net 27.

Jei skaic¢ius yra mazesnis nei 1000, tai jis turi daugiausiai 3 skaitmenis ir jy suma ne
didesné nei 9 + 9 + 9 = 27. Toliau nagrinékime keturzenklius skaic¢ius nuo 1000 iki 2015. Juy
pirmas skaitmuo ne bet koks: 1 arba 2. Jei pirmas skaitmuo yra 1, tai like trys skaitmenys
gali buti bet kokie ir didziausig suma gausime, kai jie lygus 9. T. y. kai turime skaiciy 1999,
gauname didziausig suma 1+ 9+ 9+ 9 = 28. Jei pirmas skaitmuo yra 2, tai antras skaitmuo
tegali buti 0, ir todél skaitmeny suma tikrai ne didesné nei 2+ 0+ 9 + 9 = 20 < 28.

Taigi didziausia suma yra 28. Lengva pastebéti, kad visos mazesnés sumos taip pat yra
galimos: pradékime nuo rastojo skaic¢iaus 1999 su didziausia suma ir mazinkime ja, is eilés
vienetu mazindami skaitmenis:

1999, 1998, 1997,...,1990, 1980, 1970,...,1900, 1800, 1700, ...,1100, 1000.
Atitinkamos skaitmeny sumos lygios

28, 27, 26,...,19, 18, 17,...,10, 9, 8,...,2, 1.

Taigi gavome is viso 28-ias skaitmeny sumas ir todél rutuliuky 28 spalvas.
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20. (A) Tik 5

! Akivaizdu, kad klaustuku pazymeétoje sieneléje negali buti 4 arba ® e \‘eee
6 akuteés: tiek jy yra priekinéje ir virSutinéje deSiniojo kauliuko | o |®®l<=— ?
sienelése. Kadangi Sis kauliukas standartinis, tai jo nematomoje oo

sieneléje, priesingoje priekinei, yra 7 — 4 = 3 akutés, o apatinéje
sieneléje 7 — 6 = 1 akuté. Taigi desiniojoje sieneléje tegali buti tik 2 arba 5 akutés.

Kai kas galbut suskubty pasirinkti atsakyma C. Bet juk dar nepanaudojome visos uzda-
vinio informacijos, tad atsakymai A ir B taip pat gali buti teisingi. Niekaip nepanaudojome
kairiojo kauliuko. Turime jo vaizda paveikslélyje ir informacija, kad kauliukai yra vienodi.

Kadangi kauliukai vienodi, tai desinjjj kauliukg galima paversti ar pasukti taip, kad gau-
tume pirmojo kauliuko vaizda. Teks jjungti vaizduote. Apatiné desiniojo kauliuko sienelé su
viena akute turi tapti priekine. Kauliuka paverskime kryptimi nuo saves: kad Soninés sienelés
nepakistuy, o likusios, kuriy akuciy skaiciy zinome, pasisukty ratu per viena (4 akutés atsiduria
virsuje, 1 akuté priekyje 3 akutés apacioje; zr. pav.). Dabar nekeisdami priekinés sienelés
paverskime kauliuka, kad kairéje sieneléje buty 3 akutes. Tada deSinéje sieneléje atsiduria 4
akutes, o sienelé, pazymeéta klaustuku, tampa apatine. Jau turime gauti vaizda kaip kairiojo
kauliuko, todél virsutinéje sieneléje turi buti 2 akutés. Taigi sieneléje, pazymétoje klaustuku,
dabar apatinéje, yra 7 — 2 = 5 akutes, o 2 akuciy buti negali.

! !
! — — | —
T

?

Kitaip uzdavinj galima iSspresti nupiesus bendra vienody kauliuky isklotine (Zr. pav.; akutes
pakeitéme skaiciais). Pradzioje isklotinéje pavaizduokime tik kairiojo kauliuko regimas sieneles,
tada pasinaudokime tuo, kad kauliukas yra standartinis, bei pazymékime likusias sieneles.
Nustatykime, kuri sienelé yra desinioji, jei 6 akutés yra virSuje, o 4 akutés yra priekyje, ir
rasime klaustuku pazyméta sienele.

\ 6
2 9

3 1 = 3 1 |r-3=4|r-126] =7
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? Raskime kreivés sankirtos su Oy asimi taskus. Kreivés lygtj tenkina

Sudékime pirmosios eilutés skai¢ius: 1 +24...+10 =55 x| 1 2 3 ... 10
Tada atskirai sudékime antrosios eilutés skaic¢ius. Kadangi bu- L1 i 3 ... 10
21 2 6 20

ty neracionalu tai atskirai daryti su kiekviena eilute, méginki-
me pastebéti désninguma, siejant] eiluciy sumas. Kiekvienas is I R :
skaiciy antrojoje eilutéje yra vieno is skaic¢iy 1,2,...,10ir skai- 10 [ 10 20 30 ... 100
¢iaus 2 sandauga. Jrasykime Sias sandaugas skaiciy sumoje:

2444+6+...420=2-1+2-2+2-3+...42-10=2-(14+2+3+...4+10) =2-55.
Kaip sandaugas apsimoka uzrasyti ir treciosios eilutes skaicius. Jos skaiciy suma lygi
3-14+3:-2+3:3+...4+43-10=3-(1+2+3+...4+10) =355
Désninguma pastebéti nesunku: i-tosios eilutés skaiciy suma lygi
i+2i+3i+...+10i=i-(14+2+3+...4+10) =i-55.

Taigi likusiy eiluc¢iy sumos yra 4 - 55, 5-55, ..., 10 - 55. Uzuot iS karto apskaiciave kiekvieng
is reikSmiy, palikime désninguma matoma. Visy lentelés sandaugy suma lygi rastyjy sumuy
sumai

554+2-554+3-55+...+10-55=55-(1+2+3+...+10) = 55 - 55.

Konkurso dalyviai Sig paskutine sandauga be skaiciuoklio galéjo rasti daugindami stulpeliu.
Bet norint pasirinkti atsakyma, tai nebutina. Galima pastebéti, kad $i sandauga baigiasi
skaitmeniu 5 ir kad ji didesné nei 50 - 50 = 2500. Lieka vienintelis tinkamas atsakymas D
55 - 55 = 3025.

Uzdavinj apie skaicius kartais galima isspresti geometriskai. Duotaja lentele jsivaizduokime
kaip 10 x 10 staciakampj, kurio langeliuose jrasytos sandaugos. Isivaizduokime, kad lentelés
stulpeliy plociai néra vienodi ir is kairés j desine lygus 1, 2, 3, ..., 10. Taip pat ir eiluciy auksciai
iSeilés lygus 1, 2, 3, ..., 10. Lentelé yra kvadratas, kurio krastinés ilgis lygus 1+2+34...+10 =
= 55. Kiekvieno langelio plotas lygus jame jrasytam skaiéiui — langelio ilgio ir plo¢io sandaugai.
O visos lentelés plotas yra Siy ploty suma, t. y. ieSkoma visy sandaugy suma. Kitg vertus, jis
lygus lentelés krastinés kvadratui 552 = 3025.

22. A) a

taskas O(0;0), t. y. kreivé eina per koordinaciy pradzia. Taskas
(x;y) priklauso Oy asiai, kai x = 0. [rasykime Sia reikSme j kreiveés
lygti:

(0+y* =0 =200+y"), y'=2y",
y = 0 (8iuo atveju gauname O(0; 0)) arba 4> =2, y = +v/2.

Taigi Oy asis ir Paskalio sraigé kertasi trijuose taskuose (0;0) ir (0;£v/2). Koordinaciy
pradzia yra per vidurj tarp likusiy dviejy tasky.

Tiesés b ir d kerta kreive tik dviejuose taskuose. Tiesés a ir ¢ kerta kreive trijuose taskuose,
bet ties¢je ¢ vidurinis sankirtos taskas néra vienodai nutoles nuo kity dviejy. Taigi lieka tiese
a. Jei ne atsakymas E, uzdavinys buty iSsprestas. Visgi neradus jokiy argumenty, liudijanciy
pries tiese a, galima rizikuoti ir pasirinkti atsakyma A.
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e

Irodykime, kad jokia kita plokStumos tiesé negaléty buti Oy asimi. Tam nagrinékime ir Oz
asj.

Jei i kreives lygti vietoj y jraSysime —y, lygybé nepasikeis, nes (—y)? = y?. Taigi jei
taskas (z;y) tenkina lygti, tai ir jam Ox aSies atzvilgiu simetriskas taskas (z;—y) tenkina
lygti. Vadinasi, Paskalio sraigé yra simetriska Oz asies atzvilgiu. Tai jrodo, kad Oz asis
sutampa su kreives vienintele simetrijos asimi — tiese ¢. Koordinaciy asys statmenos, bet tai
dar nejrodo, kad Oy asis yra tiesé a, nes yra ir kity tiesiy, statmeny c. Dar reikia jrodyti, kad
asiy sankirtos taskas O sutampa su tiesiy a ir ¢ sankirta.

Raskime kreivés sankirtos su Oz asimi taskus. Kreivés lygti tenkina taskas O(0;0). Taskas
(x;y) priklauso Oz asiai, kai y = 0. [raSykime Sia reikSme | kreiveés lygti:

(22 +0—22)2 =2(2* +0), (2°—27)*=22% (2(v—2))?=2*(z—2)* =227,

r = 0 (Siuo atveju gauname O(0; 0)) arba (z — 2)* = 2,
r—2=4V2, z=2+V2.

Taigi randame tris sankirtos taskus (0;0) ir (24+1/2;0). Paveikslélyje tai yra tiesés c ir kreives
trys sankirtos taskai. Aiskiai matyti, kad atstumai nuo vidurinio tasko iki kity dviejy néra
lygus.

Surasykime tasky 2 koordinates didéjimo tvarka: 0, 2 — /2 ~ 0,6, 2 + v/2 ~ 3,4. Taigi
vidurinis taskas yra (2 — V2 0), o i$ likusiy dvieju tasky taskas O yra tas, kuris yra arciau
vidurinio tagko nei kitas taskas (2+1+/2;0). Paveikslélyje tai ir yra tiesiy a ir ¢ sankirtos tagkas.

Per taska O einanti ir Oz asiai (tiesei ¢) statmena tiesé a turi sutapti su Oy asimi.

23. @ Teiginys B klaidingas

Teiginiy teisinguma ar klaidinguma pradékime nagrinéti ne nuo pirmojo teiginio, bet nuo
aiskiausio teiginio. Akivaizdu, kad teiginys E) 1+ 1 = 2 teisingas.

Tada pereikime prie teiginio, kuris kazka pasako apie jau iSnagrinétg teiginj. Teiginys C
meluoja, kad teiginys E klaidingas, todél pats yra klaidingas.

Apie teiginj C kalbama teiginyje A. Sis teiginys meluoja, kad teiginys C teisingas, todél
pats yra klaidingas.

Apie teiginj A kalbama teiginyje B. Sis teiginys meluoja, kad teiginys A teisingas, todél
pats yra klaidingas.

Apie teiginj B kalbama teiginyje D. Sis teiginys teisingai teigia, kad teiginys B klaidingas,
todél pats yra teisingas.

Trumpiau buty galima uzrasyti: E, todél ne C, todél ne A, todél ne B, todél D.

Is dviejy teisingy teiginiy D ir E pirmasis yra D.

24. (C) 22
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! n-kampio kampy suma lygi (n — 2) - 180°, o taisyklingojo n-kampio kampai lygus. Todél
kiekvienas i$ ju lygus =2 . 180°. Laipsniy skai¢ius turi buti sveikasis. Uzragykime jj kiek
kitaip:

360

n—2 2
-1802(1—)-180:180—.
n n

n

SkaicCius bus sveikasis tada ir tik tada, kai skaicius % yra sveikasis, t. y. kai 360 dalijasi is n.

Taigi geometrinis uzdavinys tampa uzdaviniu apie naturaliuosius skaic¢iaus 360 daliklius.
Skaiciaus 360 dalikliai yra 1, 2, 3, ..., 180, 360. Mums rupi juy kiekis, todél nebutina visy
vardyti (nors ir tai néra per sudétinga uzduotis). Isskaidykime skaiciy pirminiais daugikliais:
360 = 23 - 32 . 5. Sio skai¢iaus daliklis d pats negali turéti kity pirminiy dalikliy be 2, 3 ir 5.
Todeél d = 293%5¢. Cia rodiklis a gali biiti lygus 0, 1, 2 arba 3 (turime 4 galimybes), bet negali
buti didesnis, nes 360 dalijasi tik i 23. Taip pat b = 0, 1 arba 2 (¢ia yra 3 galimybés) ir ¢ = 0
arba 1 (Cia 2 galimybés). IS viso turime 4 - 3 - 2 = 24 galimybes ir kiekvienu atveju gauname
vis po kitokj skaic¢iaus 360 daliklj.

Taigi n gali jgyti 24 reikSmes. Bet tokio atsakymo néra. Kodél? Taisyklingojo daugia-
kampio negausime, kai n = 1 arba 2, — daugiakampis turi bent 3 virsunes! Visais kitais atvejais
taisyklingasis n-kampis egzistuoja, o jo kampy dydis yra, kaip jau jrodéme, 180° — @. Jein
dalija 360, laipsniy skaicius bus sveikasis. Taigi is 24 skaiciy turime atmesti tik 2 ir gauname
atsakymg 24 — 2 = 22. Galime ir iSvardyti 22 skaic¢iaus n reikSmes:

3,4, 5, 6,8, 9,10, 12, 15, 18,

360 360 360 360 360 360

0 18’ 15730 12’36 10’ 0 9’ . 8’
UL R N LU Y S Y B SR L

6 ) 4 3 2 1

25. (E) 5

I IS eilés vardykime dvejeto laipsnius: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512. Kitas dvejeto laipsnis
1024 jau per didelis, keturzenklis, ji panaudoje negalime gauti trizenklio skaiciaus. Taigi turime
10 skaiciy, i$ kuriy reikia taip pasirinkti devynis (tiesiog viena skaiciy praleisti), kad jy suma
buty trizenklis skaic¢ius. Suzinoti, kokia yra viena ar kita suma, paprasciau ne vieng prie kito
dedant 9 is 10 skaiciy, bet is karto sudéjus visus 10 skaiciy, o tada iS sumos nereikalingg skaiciy
atemus.

Visy skaiciy suma lygi 14+2+44+8+16+32+64+128+256+512 = 1023. Tingint skaiciuoti
tokia suma, galima pasinaudoti formule (geometrinés progresijos sumai) 142422+ ... +2" =
= 2"*tl 1 kai n = 9. Formule, galiojancig bet kuriam natiiraliajam n, galima jrodyti tokiu
budu: jeis = 142422+, .. 42", tai 25 = 24224234+ 42" = (1424224, 427) 142"+ =
=s5+2"! —1irs=2s—s=2"" -1,

Jei is 1023 atimsime 1, 2, 4, 8 arba 16, gausime keturzenklj skai¢iy. Like 5 skaiciai tinka:
1023—32 = 991, 1023—64 = 959, 1023 —128 = 895, 1023 —256 = 767 ir 1023—512 = 511. Taigi
kaip 9 skirtingy dvejeto laipsniy suma gali buti uzrasyti 5 trizenkliai skaiciai. Pazymeésime,
kad juy apskaic¢iuoti nebutina — tereikia pastebéti, kad jie mazesni nei 1000, bet didesni nei
100.

26. (D) 4



30

UZDUOCIU SPRENDIMAI

! Pazymeékime staciojo trikampio krastiniy ilgius a = 20, b, c. Cia b ir ¢ yra naturalieji skai¢iai ir

a’?+b? = 400+ b? = c®. Bet kurie tokie trys natiiralieji skaic¢iai, tenkinantys Pitagoro teoremg,
apibrés statyji trikampj. Taigi uzdavinyje klausiama, kiek naturaliyju sprendiniy (b, ¢) turi
lygtis 400 + b* = 2.

Perrasykime lygtj kitaip:

400 = > — b*, 400 = (c —b)(c+b).

Matome, kad kiekviena sprendinj atitinka skaic¢iaus 400 isskaidymas j du dauginamuosius
di = c—bir dy = ¢+ b. Sie dauginamieji negali biiti bet kokie. ISgaukime kuo daugiau
informacijos.

Skaiciai, zinoma, sveikieji. Kadangi dy = c+ b > 0, tai ir d; = % > (). Taigi sie skaiciai
yra naturalieji skaic¢iaus 400 dalikliai.

leskodami galimy reiksmiy greitai pastebétume, kad abu dalikliai privalo buti lyginiai. IS
tiesy ju suma 2c lyginé, tad jie abu lyginiai arba abu nelyginiai. Bet jei jie buty nelyginiai, tai
ir jy sandauga 400 turéty buti nelygineé.

Beto,c+b>c—0b. Jeidy > 20, tai do > 20 ir 400 = dydy > 20 - 20 = 400. Taigi d; yra
teigiamas lyginis skaiciaus 400 daliklis, mazesnis nei 20.

Belieka perrinkti visas galimybes.

Skaiciaus 400 lyginiai dalikliai iki 20 yra sie: 2, 4, 8, 10, 16. Jei d; = 16, tai skaicius
ds = 25 yra nelyginis. Kitais 4 atvejais randame po sprendinj.

Jei dy = 2, tai dy = % = 200. Sprendziame lygéiy ¢ — b = 2 ir ¢ 4+ b = 200 sistemy ir
randame (b, c) = (99, 101).

Like 3 atvejai nagrinéjami analogiskai. Kai d; = 4, tai (b,c) = (48,52). Kai d; = 8, tai
(b,c) = (21,29). Kai d; = 10, tai (b,c) = (15,25).

Gavome 4 naturaliuosius lygties sprendinius, kuriuos atitinka 4 statieji trikampiai.

7
27. (C) =



31

! Remsimeés tokiu pastebéjimu. Jei taskas X priklauso tiesei [, tai o
taskas Z dalija pusiau atkarpg XY, tai tasko Z atstumas iki tiesés
[ yra lygus pusei tasko Y atstumo iki [ (zr. pav.). Tai isplaukia i$
panasiyjy trikampiy XY H ir XZH; krastiniy proporcingumo. Re-
miantis Siuo pastebéjimu, pavyzdziui, atstumas nuo M iki AB lygus
pusei atstumo nuo M; iki AB. !

Nesimetrisko keturkampio M; Mo MsM, plotg S galima rasti, zi- X H H 1
nant staCiakampio ABCD plota Sy ir lengviau randamus trikampiy ADM;, ABM,, BC Ms,
C M, M, plotus, kuriuos atitinkamai pazymeékime S7, S, S3, S4. Tada S = Sy—57—5,—53—94.
Mums reikia rasti S : Sp.

Neturime staciakampio matmeny. Pazymeékime juos a = AB ir b = BC. Bandykime jais
isreiksti visus plotus. Zinoma, Sy = ab.

Lengva rasti staciojo trikampio ADM; plota

1 1 DC

ab

a
2 4

N o

Raskime Sy. Atstuma nuo tasko M; iki AB pazymékime hsy (zr. desinjji pav.). Kadangi
taskas M, yra per vidurj tarp tasky A ir My, tai jo atstumas iki AB lygus pusei atstumo nuo
tasko M; iki AB, t. y. hy = g Radome trikampio AB M, aukstinés, nuleistos j AB, ilgj. Taigi

1 1 b ab
D M, C D | C
| : 'h4
[ l '
a I ! !
M, M, R N N R
I
Tl
M3 : | %I
| | |
A B A B

Panasiai atstumas nuo M, iki AD lygus pusei atstumo nuo M, iki AD, t. y. §:2 = 1.
Atstumas nuo M, iki priesingos krastines BC' tada lygus a — § = 37?. Atstumas nuo Mj iki BC
(trikampio BC'M3 aukstiné) hg lygus pusei atstumo nuo M, iki BC: hy = ?jf (2= %“. Taigi

1 1 3a  3ab

— -~ .BC ha=--b.-— ="
53 2 - hy 2 8 16
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Atstumas nuo M3 iki AB lygus pusei atstumo nuo M iki AB, t. y. g 12 = %. Atstumas
nuo Mj iki priesingos krastinés C'D tada lygus b—i = %b. Atstumas nuo My iki C'D (trikampio

C'M; My auksting) hy lygus pusei atstumo nuo M3 iki CD: hy = 311’ (2= %b. Taigi

1 1 a 3b 3ab
Sz O =55 % T
Vadinasi,
ab ab 3ab 3ab 1 1 3 3 7
L . Tl USRS LUEE 0

todel §: Sp = 5.

Plotus zymékime kaip ir ! dalyje.

Dabar remsimeés tokiu pastebéjimu. Bet kurj trikampj jo pusiaukrastiné dalija j du lygia-
plocius trikampius: su bendra aukstine ir lygiais pagrindais, j kuriuos ta aukstiné nuleista.

Trikampis ADC' yra pusé staciakampio ABC'D. Pusiaukrastine AM; dalija §j trikampj
i du lygiaplocius trikampius. Taigi vieno i$ ju — ADM; plotas lygus pusei ADC' ploto ir i
staciakampio ploto: S = iSO.

Simetrisko trikampio BC'M; plotas taip pat yra %So, o trikampio AM; B plotas yra Sp—
-2 %SO = %SO. AM, B pusiaukrastiné BM, atskiria trikampj ABM,, kurio plotas yra Sy =
= %So 12 = iSQ

Panasiai trikampio DM; M plotas lygus pusei AD M, ploto ir tuo pat metu pusei C'D My
ploto. Todél trikampio C' D M, plotas lygus AD M plotui iSO. Trikampio C'M; M, plotas lygus
pusei C' DM, ploto, t. y. %SO. Tada trikampio BC'M, plotas lygus Sy — 2 - iSO — %SO = %So.
Trikampio BC' M; plotas lygus pusei BC'M, ploto: S3 = %SO (2= 1%50.

Panasiai trikampio M7 M, M; plotas lygus pusei BM; M, ploto, o pastarasis — pusei ABM;
pl?to. T03dé1 M1]\342M3 plotas lygus %SO 14 = %SO. Trikampio C'M; M3 plotas lygus 503—2&50—
:8505— 1650 = 7550. Trikampio C'M; M, plotas lygus pusei C'M; M3 ploto: Sy = 1550 : 2 =
= 25.

Pagaliau My MsMs3;M, plotas lygus S = Sg— 2 - iSO — 1%50 — 3%50 = 3—7250. Taigi S : Sy =

28. B) 3

Nupiesti staciakampiai skirstomi pagal du pozymius: kvadratas arba nekvadratas, raudonas
arba meélynas. Taigi turime keturias staciakampiy grupes: raudoni ir mélyni kvadratai, raudoni
ir melyni nekvadratai. Staciakampiy, priklausanciy atitinkamoms grupéms, skaiciy pazyme-
kime 7y ir mq, 79 ir mo. Reikia rasti bendrag mélyny staciakampiy skaic¢iy my 4+ me.

Uzdavinio informacija uzrasykime lygtimis. Raudony ir mélyny kvadraty kartu yra 7,
r1 +mq = 7. Parasykime dar dvi lygybes:

T1+T2:3+m1, r1:2—|—(m1+m2).
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Sugretinkime jas. Atitinkami teiginiai panasus: abiejuose kalbama, kad raudony figury yra
daugiau nei mélyny. Tad atéemus is vienos lygybeés kita, Sis tas turéty susiprastinti:

T1+7’2—r1:3+m1—(2+m1+m2), 7"2:1—7712, 7’2—|—m2:1.

Kadangi abu skaiciai ro ir ms yra neneigiami, tai jie gali buti lygus tik 0 arba 1. Jei my = 0,
tair; =24+mqirri+m; = 7. Siq tiesiniy lygciy sistemos sprendinys néra sveikasis (tai lemia
skirtingas skai¢iy 2 ir 7 lyginumas).
Taigi ms = 1. Tada r = 3 +my ir r; +mq = 7. Siy lygéiy sistema jau turi sprendinj
r1 =5, my =2 (ir rp =1 —my = 0). Mélyny staciakampiuy i$ viso yra m; +my =2+ 1 = 3.
Pastebésime, kad uzdavinio situacija iSties galima: kai turime 3 melynus stac¢iakampius,
is ju 2 kvadratus, bei 5 raudonus staciakampius, kurie visi yra kvadratai.

29. (D) 65

Apéjus pilng ratg, zmoniy rate sumazéjo perpus, t. y. liko 48 Zzmoneés, kurie toliau skaiciavosi
nuo 96 + 1 iki 96 + 48. Po dar vieno etapo liko 24, toliau 12, 6 ir pagaliau tik 3 Zmonés. Kai
liko 6 Zmonés ir skaiciavosi toliau, jy iStarti skaiciai buvo 96 +48+24+ 12+ 1 = 181, 182, 183,
184, 185, 186. Like 3 Zmoneés istaré skaic¢ius 187, 188, 189, ir tas, kuris iStaré 188, pasitraukeé.
I$ likusiy zmoniy pirmasis istaré skaiciy 190 ir pasitrauke. Liko tik tas, kuris pries tai iStaré
skaiciy 189. Reikia nustatyti, kokj skai¢iy tas zmogus istaré pradzioje.

Vel pradékime nuo pradzios. Pirmojo skaic¢iuotés etapo rezultatai is karto pasako, kad
ieSkomas skaicius negali buti lyginis. Ka pasako antrojo etapo, kai istarti dar 48 skaiciai,
rezultatai? Skaiciavosi zmonés, pradzioje istare skaiCius 1, 3, 5, ..., 95, ir nauja lyginj skaiciy
istaré bei pasitrauké kas antras. Gretimy sekos skaiciy skirtumai yra lygus 2, o iSbrauke kas
antra skaiciy gausime seka 1, 5, 9, ..., 93, vis tiek pasidedancig skaic¢iumi 1, bet gretimy skaiciy
skirtumai lygus 4 (tai yra skaiciai, kurie uzrasomi pavidalu 4k + 1, kur skaicius k sveikasis, ir
besidalijantys is 4 su liekana 1).

Panasiai treciojo etapo rezultatai vel leidzia iSbraukti kas antra skaiciy ir gauti seka 1, 9,
17, ..., (skirtumai tarp skaiciy lygus 8), o po ketvirtojo etapo rate lieka 6 zmonés, pradzioje
istare skaicius 1, 17, 33, 49, 65, 81 (skirtumai tarp skaiciy lygus 16). Pagaliau po penktojo
etapo lieka skaiciai 1, 33 ir 65. Juos iStare zmonés atitinkamai iStaria skaic¢ius 187, 188 ir 189.
Skaicius 189 atitinka skaiciy 65. Tad 65 ir yra atsakymas.

Spreskime uzdavinj abstrakéiau. Tarkime, kad zmogus X, stovintis rate, kazkuriuo metu istaré
skaic¢iy k ir nepasitraukeé. Kokj skaiciy jis iStars kita karta? Skaicius k yra nelyginis. Pries tai
jau iStarta k — 1 skaiCiy ir kas antras zmogus pasitrauké. Taigi rate yra like 96 — (k — 1)/2
zmoniy. Visi jie dar istars bent po vieng skaiciy ir paskutinis i$ jy bus zmogus X. Skaiciai
tariami i$ eilés, tad jis iStars skaiciy [ =k +96 — (k—1)/2 =96 + (k + 1)/2.

Gautoji formulé leidzia rasti istarty skaiciy seka bet kuriam zmogui. Formule galima ir
apversti. Jei zmogus istaré skaiciy [, tai pries tai jis iStaré skaiciy &, kurj galima isreiksti per
l:

k=2l —193.

Kaip ir ! dalyje, nustate, kad paskutinis zmogus iStaré skaiciy 189, galime is eilés rasti
skaicius, kuriuos jis istaré pries tai: 2-189 — 193 = 185, 2-185—193 = 177, 2-177— 193 = 161,
2-161 — 193 =129, 2- 129 — 193 = 65. Taip randame atsakyma 65.
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Pabaigai pastebésime, kad apibendrinant gautasias formules galima jrodyti tokj teiginj.
Jei ratu sustoja n zmoniy (nebutinai 96) ir paskutinis likes Zmogus pradzioje iStaria skaiiy
k, tai skaicCius k yra toks skaicius nuo 1 iki n, kad 2n + 1 — k dalijasi i didZiausio galimo
dvejeto laipsnio. IS Sio teiginio iSplaukia gana paprastas skaiciaus k gavimo algoritmas: reikia
uzrasyti skaic¢iy n dvejetainiu pavidalu, o tada nubraukti pirmagjj skaitmenj 1 ir parasyti ji
skaiciaus gale. Taip gaunamas skaicCiaus k dvejetainis pavidalas. Pvz., jei n = 96 = 11000003),
tai k = 10000012y = 65. Matematikoje labiau pasikauscCiusiam skaitytojui siulome visa tai
irodyti!

30. D) 5

Skaic¢iumi virtusj zodj n = KANGAROO galima uzrasyti taip:
n=K-10"4+A-10°+ N-10°+G-10*+ A-10* + R-10°+ O - 10+ O.

Sj reiskinj galima suprastinti — mums teriipi, kad jis dalytysi i$ 11. Pastebékime, kad 107 =
= 9999999 + 1 = 9999990 + 10 = 11 - 909090 + 11 — 1 = a; — 1, kur a; dalijasi i$ 11. Panasiai
10 = 999999 +1 = 11-90909+1 = ag+1, kur ag dalijasi i§ 11. Toliau 10° = a5—1, 10* = a4 +1
ir t. t.

[rase sias israiskas j turimg lygybe gauname, kad

n=a+K-(-1)+A+N-(-1)+G+A-(-1)+ R+0(-1)+ 0,
kur a dalijasi is 11. Taigi viskas priklauso tik nuo to, ar is 11 dalijasi skaicius
—-K+A-N+G—-A+R-0+0=—-K—-N+G+R.

(Beje, nustatéme dalumo i$ 11 pozymj. Jei mums rupéty dalumas is 9, tai nagrinétume skait-
meny sumg K + A+ N+ G+ A+ R+ O + O, o dalydami i$ 11 nagrinéjame panasig suma,
tik joje pliusai kaitaliojasi su minusais. Pvz., skaic¢ius 2015247521239062 dalijasi iS 11, nes
—24+40—-14+5-244—-745-241-243-940—-6+2 = —11 dalijasi is 11.)

Raskime Dovydo ir Deivido skai¢ius.

Kad skaic¢ius KANGAROO buty kuo didesnis, i$ karto bandykime didziausia galima pir-
majj skaitmenj K = 9 ir tada didziausig i$ dar nepanaudoty skaitmeny kaip antrajj skaitmenj
A = 8. Is eilés imkime N = 7.

Toliau naturalu buty bandyti G = 6, bet ¢ia jau nebeskubékime, ziurékime, kokios reiks-
meés yra galimos. Skaic¢ius —K — N+ G+ R = G+ R — 16 turi dalytis is 11. Jvertinkime
sumg G 4+ R didziausiais ir maziausiais dar nepanaudotais skaitmenimis: 1 =041 < G+ R <
<5+4+6=11, todél —15 < G+ R — 16 < —5. Vienintelis skaicius, dalus is 11, tarp —5 ir —15
yra —11. Taigi G+ R—16 = —11 ir G+ R = 5. Skaicius n bus tuo didesnis, kuo didesnis bus
kairiausias i$ dar neapibrézty skaitmeny G. Taigi imkime G = 5 ir R = 0. Likes skaitmuo O
gali buti bet koks, tad veél priskirkime jam didziausia is likusiy reiksmiy O = 6.

Gavome skaiciy n = 98758066.

Kad skaic¢ius n buty kuo mazesnis, imkime maziausia galima pirmojo skaitmens reiksme
K =1, o tada is eilés maziausias likusias reikSmes A =0 ir N = 2.
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Su G parinkimu vél neskubékime. Turime uzsitikrinti, kad - K —N+G+R=G+ R—3
dalytysi i§ 11. Siuo atveju gauname nelygybes 7 = 34+4 < G+ R < 8+9 = 17ir 4 <
<G+ R—3 < 14. Tarp 4 ir 14 i8 11 dalijasi tik skaicius 11, todel G+ R—3 =11, G+ R = 14.
Imame maziausia galima G reikSme G = 5 (G = 3 arba 4 netinka, nes tada R > 9). Gauname
R = 9. Pagaliau imkime maziausia is likusiy reiksmiy O = 3.

Gavome skaic¢iy n = 10250933.

Du rastieji skaiciai turi vieng sutampantj skaitmenj. Tai ketvirtasis skaitmuo G = 5.
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