Tarptautinis matematikos konkursas

KENGURA
Senjoras

Uzduotys ir sprendimai
2020




KENGUROS KONKURSO ORGANIZAVIMO KOMITETAS
VILNIAUS UNIVERSITETAS
LIETUVOS MATEMATIKU DRAUGIJA

KENGURA 2020. Senjoras

TARPTAUTINIO MATEMATIKOS KONKURSO
UZDUOTYS IR SPRENDIMAI

Autorius ir sudarytojas
Aivaras Novikas

Maketavo
Ugné Gudzinskaiteé

© Aivaras Novikas, 2020
© Kenguros konkurso organizavimo komitetas, 2020



[Pratarmél
Salygos|

|lUzduociy sprendimai)

Turinys

10



Pratarme

Paprastai ziurint, Kenguros konkursas téra tik kelios desimtys (tiesa, labai nekasdieniskuy)
matematikos uzdaviniy, susitikimas su kuriais uz sprendéjo suolo trunka nepilnas dvi akademines
valandas. Ir viskas. Tik tiek.

Paprastai ziurint, ir musy garsiausiojo alpinisto Vlado Vitkausko paskutinis metras jkopiant j
Everestg irgi susidéjo ne is simto judesiy, o kai kurie is juy gal ir apskritai tebuvo tik krusteléjimai.
Tiesa, tie krustelé¢jimai turéjo buti nezmoniskai sunkus.

Taciau kodél tiek daug zmoniy ty kopimy imasi j realius kalnus ir kodél net per 5 milijonus
vidurinés mokyklos mokiniy kasmet pavasarj kopia j Kenguros kalnelius? Kuo tie Kenguros kal-
neliai tokie patrauklus, kokios ten aukstumeélés atsiveria? Juk dabar jau nebeissisuksi burbteléjes:
,Jie neturi kg veikti, tai ir sprendinéja visokius uzdavinukus®. Juk nepasakysi, kad milijonai taip
jau ir neturi ka veikti Sitokioje pramogy gadynéje.

Ar tik ne todél, kad tie milijonai gerai zino, jog baigiamajame kopime jy laukia nors ir jveikia-
mi, bet labai grazus, patrauklus uzdaviniai, kuriuos spresdamas gali uzsikabinti pacia tauriausia
to zodzio teikiama prasme? Kaip tai zinojo (o jei ne — tai suzinojo) per 38700 Lietuvos 1-12 klasiy
mokiniy, dalyvavusiy konkurse 2020 metais. Nors, zinoma, Siais metais viskas dél tos nelemtos
pandemijos atrode, pakrypo ir klostési visiskai kitaip negu iki Siol. Pasitvirtino visiems teoriskai
gerai girdéta iSmintis, kad karantininis gyvenimas yra pilnas staigmeny ir netiketumy: konkursas
i$ treciojo kovo ketvirtadienio nusikélé j vélesne datg ir vyko nuotoliniu budu.

Keliasdesimt lemtingy darbo minuciy vainikuoja begale idéty pastangy ir kruopsty triusg, ne-
ikyriai visam iSminties trokstanciam pasauliui be paliovos teigdamos, kad galva lauzyti prasminga,
kad ir matematikos uzduotis besprendziant galima patirti zaisminguma, spéliojimo azarta, zaibis-
kus, netikétus proto nusvitimus.

Nepamirskime, kad vertinami yra tik dalyviy atsakymai, o atsakymag kiekvienoje uzduotyje
reikia pasirinkti (ir kuo greic¢iau!) is penkiy duotuju. Ar tikrai teisingas tas atsakymas, kuris
is pirmo zvilgsnio atrodo labiausiai tikétinas? Ar tas uzdavinys tikrai toks sunkus, kad verciau
ji praleisti? O gal tereikia pastebéti kokia smulkmeng, savaime nekrintancia j akis, ir uzdavinys
is karto issispres? Ar pasédéti prie sio uzdavinio dar kelias minutes? O gal verciau rizikuoti ir
is karto speéti labiausiai patinkantj atsakyma? Juk jei pataikysi — priklausomai nuo uzdavinio
sunkumo gausi 3, 4 ar 5 taskus, tac¢iau jei rizika nepasiteisins ir prasausi pro salj — bus blogiau
su Saltu buhalteriniu tikslumu atimama ketvirtis to, kas buty pridéta atsakius teisingai. (Visgi
pastebésime, kad ] minusa nusiristi Kenguros konkurse nejmanoma, nes kiekvienam mokiniui vien
uz dalyvavima dosniai skiriama 30 tasku.)

Su panasiais klausimais konkurso dalyviai susiduria daznai, nes Kenguros uzdaviniy spren-
dimai buna gana netikéti, kvieciantys sprendéjg padaryti atradimg — persokti per standartinio
mastymo barikadas. Taip milijonai sprendéjy perpranta, kokia Smaiksti gali buti uzduotis, kaip is
keliy minciy bei paprasty sakiniy jau gali sukristi jos sprendimas — Stai jau, regis, net gali atskirti,
uz kuriy salygos zodziy ar skaiciy slapstosi tikrasis atsakymas.

Dabar stabtelékime akimirkai ir paklausykime keliy zodziy iS Kenguros gelmiy Lietuvoje ir
visame pasaulyje. Kas gi mums tg kasmetj viesulg siuncia?

Kaip nesunku nuspéti, konkurso idéja gimé ir labai sékmingai rutuliojosi Australijoje, o Eu-
ropoje ji éme sklisti iS Prancuzijos. Prancuzai suteiké Kengurai ir jos dabartine organizacine is-
vaizda. Lietuvoje prie Kenguros konkurso istaky stovéjo ir labai daug nuveiké jvairios institucijos,
mokyklos ir kitos savo gyvenima Svietimui paskyrusios organizacijos bei entuziastingi pradininkai.
Tarp sumaniai j Lietuva Kengiros konkursg viliojusiy institucijy pirmiausiai minétini Svietimo
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ir mokslo ministerija, Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos institutas bei Matemati-
kos ir informatikos fakultetas. Nuo 2016 m. rugséjo lietuviskoji Kengura glaudziasi po Lietuvos
matematiky draugijos sparnu. Kalbant Siek tiek zaismingiau, butent jy galingomis pastangomis
grakstaus bei efektyvaus mokymo simboliu tapes gyvunas su visa savo mokslo kariauna ir buvo
atviliotas ir, dristame tai sakyti nedvejodami, negriztamai atsuoliavo pas mus bei jsikuré Nemuno
zeméje.

O siaip, Kengurai nuolat musy gyvenime randantis, viskas vyksta kaip visur, kur rimtai
dirbama. Ir Kenguros ratas sukasi kiaurus metus — net vasaromis, kai, atrodyty, tik atostogos,
geriausiai konkurse pasirodziusieji mokiniai kvieciami j stovyklas, kur gali dalyvauti tiek sporti-
niuose, tiek matematiniuose, tiek kituose smagiuose renginiuose. O rudenj ekspertai, suvaziave is
viso pasaulio, renka uzdavinius konkursui, per ziema jie ver¢iami j desimtis kalby, adaptuojami
ir pritaikomi taip, jog kartais atrodo, kad jie sugalvoti kaimyniniame miestelyje. Vien Lietuvoje
Kengura kalba keturiomis kalbomis: lietuviy, lenky, rusy ir angly.

Tik taip, nepastebimai bei niekada nenuleidziant ranky, ir gali uzgimti konkursas, keic¢iantis
jo dalyviy poziurj j matematika. Tik tai ir teparodo, kaip moderniam zmogui duoti deramag
pasirengimg dar modernesnei mus uzgriunanciai ateiciai, j kuria jam lemta zengti.

Sis kelias neisvengiamas — juo teks eiti. Eiti bus jdomu, kartais Siek tiek baugu, gal net sunku
— bet jo vingiai jveikiami, o ji pasirinkusiyjy uzmojai stebinantys.

Kas gi miisy laukia kelionéje? Sioje knygeléje pateikti konkurso uzdaviniai, pro kuriuos 2020
mety kovo 21 dieng keliavo ir gausiai sprendé 11-12 klasiy (Senjoro amziaus grupé) mokiniai.
Be to, norintys pasitikrinti, ar jie tikrai gerai sprendé, panudusieji pasiziureti, kaip dar galima
spresti Siuos uzdavinius arba kaip juos pajégia spresti jy pateikéjai, knygeléje ras ir visy uzdaviniy
atsakymus su sprendimais.

Kaip jau seniai visi zino, norint rasti ar pasirinkti teisinga atsakyma is penkiy duotyjy,
ne visada butina grieztai iSspresti uzdavinj ar kaip kitaip perkratyti visa pasaulio iSmintj, todél
ir knygeléje pateikiami kai kuriy uzdaviniy ne tik griezti matematiniai sprendimai (jie zymimi
zenklu !), bet ir ju kenguriniai sprendimai, paaiskinantys, kaip nusigauti iki teisingo atsakymo,
uzdavinio iki galo taip ir neiSsprendus (tokie sprendimai-nusigavimai pazymeti zenklu 7). Kai
vienokiy ar kitokiy sprendimo budy yra daugiau nei vienas, jie zZymimi zenklais 77, !! !l ir
pan. Nors konkurse-zaidime pakanka klaustuku pazymeéto sprendimo, tikimeés, kad matematikos
galvosukiy sportu uzsikrétusiam skaitytojui nebus svetimas ir azartas issiaiskinti viska iki galo bei
pereiti uzdavinio lynu be penkiy atsakymy apsaugos.

Tad kvieciame keliauti ir pavaikstinéti juo kartu su Kengura — iSmeéginti turimas jégas bei
zadinti savo kurybines galias, kuriy jus, mielas skaitytojau, sitiek daug turite!

Organizatoriai



2020 m. Senjoro uzduociy salygos

Klausimai po 3 taskus

1. Kokia yra skaiciaus 1-2-3-4-5-4-3-2-1 paskutiniy dviejy skaitmeny suma?
A)2 B)4 C)6 D)8 E)I16

2. Kai Kazys uzsagsto savo dryzuotus marskinius teisingai, jo lie-
menj juosia 7 uzdari ziedai, kaip parodyta paveikslélio kairéje.
Siryt Kazys blogai uzsisegé marskinius, kaip parodyta paveiksle-
lio desinéje. Kiek uzdary ziedy, juosianc¢iy liemenj, dabar sudaro
marskiniy dryziai?

A)0 B)l C)3 D)6 E)7

3. Skai¢iy tieséje pazymeti skaiciai a ir b (zr. pav.). Kuris i$ skai¢iu p, ¢, 7, s, t maziausiai skiriasi
nuo sandaugos ab?

|
Y

| T

p
A)p B)gq C)r D)s E)t

-~ —

4. Skrituliné diagrama parodo, kaip i viena mokyklg keliauja jos mokiniai. Dvi-
ratj renkasi apytiksliai dvigubai tiek mokiniy, kiek viesajj transporta. Auto-
mobiliu atvaziuojanciy ir péséiomis ateinanciy skaiciai apytiksliai sutampa.
Visi kiti mokiniai atvaziuoja paspirtukais. Kuri mokiniy dalis j mokykla va-
ziuoja paspirtukais?

A)6% B)11% C)12% D) 2% E) 4™%

]

5. Penkiy trizenkliy skai¢iy ABC, BCD, CDE, DEA ir EAB suma lygi 2664. Kam lygi skait-
meny suma A+ B+ C+ D + E?
A4 B)14 C)24 D)34 E)4

6 1010% + 2020% 4 3030*

2020
A) 2020 B) 3030 C)4040 D) 6060 E) 7070

7. Naturalieji skaic¢iai a, b ir ¢ tenkina salygas a < b < ¢ ir abe = 1000 000. Kokia yra didziausia
galima skaiciaus b reiksmeé?
A) 100 B) 250 C)500 D) 1000 E) 2000



8.

10.

Vilija turéjo 10 popiereliy. Kai kurie popieréliai buvo kvadratiniai, o likusieji — trikampiai.
Vilija tris kvadratus perkirpo j dvi dalis isilgai jstrizainés. Dabar Vilijos 13 popieréliy turi is
viso 42 virsunes. Kiek trikampiy popieréliy Vilija turéjo pradzioje?

A8 B)7 C)6 D)5 E)4

. Kiek kilogramy sveria vienas dramblys, jei P peliy sveria K kilogramy, o D drambliy sveria

tiek pat, kiek M peliy?
A)PEDM B) 5 C) 52 D)KY E) LY

Morta parideno du vienodus loSimo kauliukus, turinc¢ius po dvi raudonas, dvi zalias ir dvi
meélynas sieneles. Kokia tikimybeé, kad kauliukai atvirto ta pacia spalva?

NE BL Of D) B

Klausimai po 4 taskus

11.

12.

13.

14.

15.

Didelis ir mazas staciakampiai kertasi. Didziojo staciakampio

dalies, nepriklausanc¢ios mazajam, plotas lygus D, o mazojo

staciakampio dalies, nepriklausancios didziajam, plotas lygus I 11

M. Kuriuo atveju (zr. pav.) skirtumas D— M yra didziausias? 3 ‘7

IV

A)I B)II C)lI D)IV
E) Visais atvejais I-IV skirtumas D — M yra toks pat

I11

Ant stalo guli penkios monetos, atverstos skai¢iumi. Kiekvieno éjimo metu reikia pasirinkti bet
kurias tris monetas ir apversti jas kita puse. Per kiek maziausiai ¢jimy galima visas monetas
atversti herbu?

A)5 B)4 C)3 D)2 E) To padaryti nejmanoma

Trumpiausias kelias iS Ausy j Bausus eina per Medausus. Eidama
is Ausy tuo keliu, Austéja pamaté pakelés stulpg, pavaizduota pa-
veikslélio kairéje, o véliau — pakelés stulpa, pavaizduota paveikslélio
desinéje. Koks atstumas buvo uzrasytas ant sulauzytos rodyklés?

A)lkm B)2km C)3km D)4km E)b5km

Kuris skai¢ius negali buti reiskinio (a —b)*> + (b —¢)*> + (¢ — a)® reikdme, kai a, b ir ¢ yra
sveikieji skaiciai?
A0 B)1 C)2 D)6 E)8

Simtazenklis natiiralusis skai¢ius a prasideda skaitmenimis 29. Kiek skaitmeny turi skai¢ius
29
a1

A)101 B)199 C)200 D)201 E) Nustatyti nejmanoma
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16. Ratu surasyti 15 skaiciy. Paveikslélyje matome vieng is ju — skaiciy
10. Bet kuriy 7 gretimy sio rato skai¢iy (taigi ir skaiciy pilkuose skri-
tuliuose) suma yra tokia pati. Keli is skaiciy 75, 216, 365 ir 2020 gali
buti visy 15 skaiciy suma?

A0 B)1 C)2 D)3 E)4

17. Paveikslélyje pavaizduoti trys kvadratai ir tiesé bei nurodyti dviejy kvad-
raty plotai. Koks yra didziojo kvadrato plotas?
A)49 B)8 C)81 D)8 E) 100

18. Kuris skaicius nesidalija i$ 3 jokiam sveikajam n?
A)yn2+2n+1 B)b5n'2—n'+2 C)d5n+2 D)n’+2n+5 E)2n3+5

19. Apskritimas liecia dvi stac¢iakampio krastines ir eina per jo virsune. Vienas lieti-
mosi taskas dalija staciakampio krastine j atkarpas, kuriy ilgiai yra 4 ir 5, kaip
parodyta paveikslélyje. Koks yra staciakampio plotas?
A)27r B) 257 C) 72 D)63 E) Kitas atsakymas

20. Staciakampis gretasienis padalytas j tris mazesnius. Paveikslélyje nurodyti
ty mazesniy gretasieniy kai kuriy sieny plotai bei vienos briaunos ilgis. Koks

yra klaustuku pazymétos sienos plotas?
A)18 B)24 C)28 D)30 E) Nustatyti nejmanoma

Klausimai po 5 taskus

21. Paveikslélyje pavaizduota parabolés y = ax? + bx + ¢ atkarpa. Kuris skaicius yra
teigiamas?
Ayc B)b+c¢c C)ac D)bc E)ab

22. Unte yra 71-galvis slibinas. Karta uzmigo visos Untés galvos. Bet kuriuo metu gali pabusti
bet kurios lygiai 30 i$ tuo metu mieganciy Unteés galvy. Bet kuriuo metu gali uzmigti bet
kurios lygiai 18 i$ tuo metu nemieganciy Unteés galvy. Kiek maziausiai Untés galvy gali vienu
metu miegoti po kurio laiko?

A)l B)3 C)5 D)7 E)11

23. Ponia Rozalija isplété staciakampj sodo sklypa, dvi priesingas sklypo krastines
pailgindama 20%, o kitas dvi pailgindama 50%. Sklypas tapo kvadratinis. Jo dalj,
ribojama stac¢iakampio ir kvadrato jstrizainiy (zr. pav.), Rozalija uzsodino rozémis.
Koks buvo pradinis sklypo plotas, jei rozémis uZsodinta 30 m??

A)60m? B)65m? C)70m? D) 75m? E)80m?




24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Seka Li, Lo, L3, ... apibrézia lygybés: Ly =1, Ly = 3 bei L, 9o = L, + L1, kain =1,2,...
Keli is 2020 pirmyju sekos nariy yra lyginiai?
A) 673 B) 674 C) 1010 D) 1011 E) 1347

Kubo formos ledkalnio lygiai 90% yra po vandeniu, o vir§ vandens kySo tik viena ledkalnio
virsune ir nepilnai matomos trys jo briaunos. Ty briauny matomy daliy ilgiai yra 24 m, 25 m
ir 27 m. Koks yra ledkalnio briaunos ilgis?

A)30m B)33m C)34m D)35m E)39m

Auksé ryte uzsuko j ledaine, siulancig 16 ledy rusiy, ir rinkosi, kuriy dviejy rusiy ledy nori.
Vakare Auksé veél uzsuko j ledaine ir rinkosi, kuriy trijy rusiy ledy nori. Iki vakaro kai kuriy
rusiy ledy ledainéje neliko, bet Auksé ryte ir vakare turéjo po tiek pat budy pasirinkti. Keliy
rusiy ledy neliko ledainéje iki antrojo Auksés apsilankymo?

A2 B)3 C)4 D)5 E)6

dviejose vietose, kad dvi kvadrato krastinés sutapo to kvadrato jstrizainéje
(7r. pav.). Koks yra gautojo keturkampio plotas (dm?)?
A)2-Vv2 B)¥ C)Vv2-1 D)L E)!?

Tomas taip perlenke kvadratinj popieriaus lapa, kurio krastiné yra 1 dm, v’

IS desimties skaic¢iy 2,3, ...,11 lygiai astuoni yra naturaliojo skai¢iaus N dalikliai. Kokie gali
buti tie du i$ 10 skaiciy, i$ kuriy skaic¢ius NV nesidalija?
A)2ir3 B)4ir5 C)6ir7 D)7ir8 E)10ir 11

Plokstuma padalyta j kvadratinius langelius. Tiese, nubrézta per langelio
virsune P, ir langeliy krastinés riboja tris uztusuotus trikampius, kaip
parodyta paveikslélyje. Koks yra siy trikampiy ploty santykis?
A)1:2:3 B)l1:2:4 C)1:3:9 D)1:4:8 E) Kitas
atsakymas

Gervazas ir Protazas nori suzinoti, kuri i$ pavaizduotyjy figury labiausiai patinka Ambraziejui.

0 ]

Gervazas zino, kad Ambraziejus atskleidé Protazui tos figuros forma. Protazas zino, kad
Ambraziejus atskleidé Gervazui tos figuros spalva. Gervazas pasaké Protazui: Nezinau Amb-
raziejaus mégstamiausios figuros, bet zinau, kad ir tu nezinai” Protazas atsaké: ,Ka tik as
nezinojau, kokia tai figura, bet dabar jau zinau.” | tai Gervazas atsaké: Dabar jau zinau ir
as.” Kuri figura labiausiai patinka Ambraziejui?

A) ‘ B) C) A D) . E) Q




Senjoro uzduociy sprendimai

1. D) 8

! Duotojo reiskinio reikimeé dalijasi i§ 2 -5 = 10. Todél ji baigiasi nuliu. Norint rasti jos
priespaskutinj skaitmenj, patogu daugiklius 2 ir 5 atskirti:

1-2-3-4-5-4-3-2-1=(2-5)-3-4-4-3-2=10-12-24=10-...8=...80.

Sandaugos 12 - 24 paskutinj skaitmenj 8 galima nustatyti, ziurint tik j dauginamyjy pas-
kutinius skaitmenis: 2-4 = 8. Néra sunku ir tiksliai rasti Sios bei pradinés sandaugos reiksmes:
12-24=12-12-2 =144 -2 = 288 ir 10 - 288 = 2880.

Vadinasi, ieskomas skaicius lygus 8 + 0 = 8.

2. (A) 0

Daug konkurso dalyviy rinkosi atsakyma D, grei¢iausiai tiesio-
giai remdamiesi paveiksléliu. Bet pastebékime, kad marskiniy
rastg sudaro 7 dryziai. Blogai uzsags¢ius marskinius, pirmojo
nuo apacios dryzio vienas galas liko laisvas, o kitas sutapo su
antrojo dryzio vienu galu. Antrojo dryzio kitas galas sutapo
su vienu trec¢iojo galu, ir t. t. Vadinasi, dryziai nesudaré jokiy
uzdary ziedy, bet vientisa linija — spirale — su dviem laisvais
galais marskiniy virsuje ir apacioje.

3..q

? Kadangi a > 0 ir b < 1, tai ab < a. Kita vertus, b yra pakankamai arti vieneto, todél ab turéty
buti pakankamai arti a. Tai galima iSreiksti ir tiksliau: intervalas (ab, a) sudaro tokia pacia
intervalo (0,a) dalj, kokia intervalas (b, 1) sudaro intervale (0,1). ,I$ akies“ ab galéty sutapti
su q.

*—m

Renkamés atsakymag B.

N
[
=
—Q
— o
—

ot

0

|
Y

| 1

-~ —

! Remiantis ? dalimi akivaizdu, kad p yra gerokai toliau nuo ab nei ¢, o s ir ¢t — toliau nuo
ab nei r. Taciau bukime atsargesni, atmesdami r. Gal nors ab < a ir ¢ < a, yra jmanoma
situacija, kad skai¢ius ab € (g,a) yra aréiau skaiCiaus r nei skaiciaus ¢, t. y. deSinéje nuo
%? Taciau paveikslélyje galima jziureti, kad % (vidurys tarp ¢ bei r) yra kairéje nuo a,

atr

bet taip arti nuo a, kad intervalas (T, a) yra gerokai — bent kelis kartus — mazesnis net uz

atr

2
b jis sumazéja labiau (kartais) nei is b padaugintas skaicius a. Vadinasi, galime atmesti r ir
uztikrintai pasirinkti q.

ir taip maza intervala (b,1). Tai reiskia, kad jei ab € { a), tai skaic¢iy 1 padauginus is

10
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4. A) 6%

! Pradéjus nuo informacijos apie mokinius dviratininkus ir vaziuojanciuosius
viesuoju transportu, galima ir pasimesti: lieka per daug galimybiy. Taciau
diagramoje tik apie du skaicius galima buty pasakyti, kad jie apytiksliai
sutampa: 11% ir 12%. Tada mokiniams, vaziuojantiems dviraciu, viesuoju
transportu bei paspirtukais, lieka skaiciai 6%, 24%, 47%. Tik vienas is ju
yra apytiksliai dvigubai didesnis uz kita: 47 uz 24. Paspirtukininkams lieka
skaicius 6%.

5. (C) 24

? Tikrinkime duotuosius atsakymus.
Jei A+ B+ C+ D+ E < 14, tai A00 + B00 + C'00 + D00 + F00 < 1400. Pereidami
nuo A00 prie ABC', nuo B00 prie BC'D, ir t. t., kiekvieng skaic¢iy padidinsime maziau nei 100.
Todél

A%
B

ABC +BCD+CDE + DEA+ EAB < 1400 + 500 < 2664.
Jei A+ B+C+ D+ FE > 34, tai

ABC+ BCD+CDE+ DEA+ EAB >

> A00 + B00 + C00 + D00 + £00 > 3400 > 2664.

Liko vienintelé galimybé A+ B+ C + D + E = 24.
Renkamés atsakymg C.

! Patogu uzrasyti ABC = 100A+10B+C. Analogiskai per skaitmenis isreiske ir kitus trizenklius
skaicius, visy penkiy skaiciy sumg galime uzrasyti taip:

2664 = ABC + BCD +CDE + DEA+ FAB =

=1000A+B+C+D+E)+10B+C+D+E+A)+(C+D+E+A+B)=
=(A+B+C+D+E)(100+10+1)=111(A+B+C+ D+ E),
A+ B+C+ D+ E=2664:111 = (2220 + 444) : 111 = 20 + 4 = 24.

11 Isivaizduokime, kad penki trizenkliai skai¢iai sumuojami stulpeliu. Pagal vienety 4 ABC
(desinjjj) stulpelj gauname, kad A+ B+C+ D+ E = ... 4. Cia vietoj daugtaskio BCD
turi buti skai¢ius x (galbut 0), kurj paliekame mintyse. Tada pagal desiméiy gg i

tulpelj kad
stulpelj gauname, ka DAB
A+B+C+D+E+z=...6, ..A+z=...6, 2664

0Kz=..6—..4=...2, A+B+C+D+E=.. 2%
Kadangi A+ B+C+ D+ E<9-5=45tai A+ B+C+ D+ E = 24.
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6. (E) 7070

! Duotosios trupmenos skaitiklio visi trys nariai 1010, 2020, 3030, nepakelti kvadratu, dalijasi
i$ 1010, o pakelti kvadratu — i§ 10102, Trupmenos vardiklis dalijasi i§ 1010. Prastinant trup-
meng siuos daugiklius verta iskelti. Nors tai nebutina, dél patogumo pazymeékime a = 1010.

Gauname:
10107 + 20202 + 3030*  a® + (2a)* + (3a)?
2020 N 2a N
2 . 1 22 2 14 2
_ o (4243 M e
2a 2a

7. (D) 1000

? Jei turétume ne trijy, o dviejy natiiraliyjy skaic¢iy ¢ < b sandauga, pavyzdziui, ab = 100, ir
reikty rasti didziausig galimg a reiksSme, tai ja gautume, kai a ir b skirtumas yra maziausias,
ir, jei tai i$ viso jmanoma, kai a = b. Pavyzdyje tai a = 10: jei @ > 10, tai ab > a® > > 100.
Todél pastebejus, kad uzdavinio salyga tenkina a = b = ¢ = 100, buty galima spéti, kad taip
analogiskai gauname didziausia b reikSme 100. Beveik penktadalis sprendusiyjuy §j atsakyma ir
pasirinko. Taip i$ tiesy (ir dél pakankamai analogisky priezasciy) gauname didziausia skaiciaus
a reikSme — bet ne viduriniojo skaiciaus b.

Tikrinkime duotus atsakymus, pradédami nuo didziausio E) 2000. Jei b = 2000, tai
c = 2000 ir
abc > 1-2000 - 2000 = 2000% = 4 000 000 > 1 000 000.

Todél b # 2000.
Jei D) b = 1000, tai analogiskos nelygybeés

abc > 1-1000 - 1000 = 1000* = 1000 000

uzdavinio salygai jau nepriestarauja, bet leidzia suvokti, kad reikiama lygybe gausime, tik jei
a =1, ¢ =1000. Taip gauname trejeta (a, b, c) = (1,1000,1000). Jis tenkina uzdavinio salyga.
Kity atsakymy jau galime netikrinti, nes jie mazesni.

Renkamés atsakymg D.

! Kad gautume kuo didesnj b, atsizvelkime j maziausias galimas a ir ¢ reiksmes:
a>1, c>b, 1000000 = abc > 1-b-b =01

b < v1000000 = 1000.

Kad paskutiné nelygybé virsty lygybe, imkime a = 1 ir ¢ = b. Taip gauname tinkama skaiciy
trejeta (a, b, c) = (1,1000, 1000). Vadinasi, didziausia b reiksme yra 1000.
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8. (E) 4

! Pradinius kvadratiniy ir trikampiy popieréliy skaic¢ius atitinkamai pazymékime k ir t. Tada
k 4+t = 10. Perkirpus tris kvadratus, kvadraty skaicius sumazéejo 3, o trikampiy — padidéjo
3 -2 = 6. Bendras gautyjy figury virsuniy skaicius lygus

42 = 4(k —3) +3(t+6) =4k + 3t + 6 = 4(10 — t) + 3t + 6 = 46 — ¢,

1 =46 —42 = 4.

1! Kiekvienas i$ 13 popieréliy turi tris virsiines, o jei yra kvadratinis, tai turi dar viena papildoma
virsune. Todél bendras virsuniy skaicius 42 lygus 13 - 3 = 39 plius tokiy papildomy virsuniy
skai¢ius. Papildomy virsuniy, o todél ir kvadratiniy popieréliy yra 42 — 39 = 3. Vadinasi, iki
sukarpymo ju buvo 3 + 3 = 6, o trikampiy popiereliy buvo 10 — 6 = 4.

0. ©)

Kad nesusipainiotume, iSskaidykime sprendimag j zingsnelius:

-

1) P peliy sveria K kg;

2) viena pelé sveria K : P kg;

4

)
)
3) M peliy sveria K : P- M kg;
) D drambliy sveria K : P - M kg;
)

5) vienas dramblys sveria K : P- M : D = &M (kg).
10. ® 4

Kiekvienas kauliukas gali atvirsti bet kuria iS 6 savo sieneliy, todél galime sudaryti 6 - 6 = 36
(vienodai galimuy) baigéiu aibe. Suskaic¢iuokime palankias baigtis. Kadangi kauliukai turi po
dvi raudonas sieneles, tai jvykiui, kad kauliukai atvirto ta pacia raudona spalva, palankios
2-2 = 4 baigtys. Taip pat po 4 baigtis yra palankios jvykiams, kad abu kauliukai atvirto zalia
arba mélyna spalva. IS viso gauname 4 + 4 + 4 = 12 jvykiui, kad kauliukai atvirto ta pacia
spalva, palankiy baigciy ir tikimybe

121

36 3

-
e

Kiekvienai is trijy duotyjy spalvy tikimybe, kad vienas kauliukas atvirto ta spalva, lygi % = %
(6 sienelés — 6 baigtys, dvi tos spalvos sienelés — dvi palankios baigtys). Kiekvienai i$ triju
duotyjy spalvy du jvykiai, kad vienas kauliukas atvirto ta spalva ir kad kitas kauliukas atvirto

ta spalva, yra nepriklausomi, todeél tikimybé, kad ta spalva atvirto abu kauliukai, lygi 11 = 1

3’3 9
Konkurso dalyviai atsakyma % rinkosi dazniau nei teisingaji. Galbut jie neatkreipé dé-
mesio, kad taip suskaiciuota tikimybeé apibudina jvykj, kad kauliukai atvirto ta pacia duota
(konkrecia) spalva, o ne kad jie atvirto ta pacia bet kuria (nefiksuota) spalva.
Kadangi kiekvienai is trijy spalvy tikimybe, kad kauliukai atvirto ta spalva, yra é, tai
tikimybe, kad kauliukai atvirto ta pacia (bet kuria) spalva, lygi % + % + é = %
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! Daugiau nei tre¢dalis sprendusiyjy pasirinko atsakymus C ir

-

11. @ Visais atvejais I-IV skirtumas D — M yra toks pat

D. Sie atsakymai atitinka atvejus III ir IV: ¢a staciakampiy
bendros dalies plotas yra atitinkamai didziausias ir maziau-
sias. Galima jsitikinti, kad tada D + M reiksmé yra atitin-

I I1
kamai maziausia ir didziausia. Tac¢iau uzdavinyje klausiama i ‘

IV

apie skirtumg D — M, o ne suma.

Kad buty aiskiau, pazymeékime nezinomas reikSmes. Di- I
dziojo ir mazojo staciakampio plotus atitinkamai pazymeki-
me Dy ir My, o staciakampiy bendros dalies plotag — B. Visais
atvejais I-IV skaic¢iai Dy ir M, yra tie patys, o B reikSmeés
skiriasi. Visais keturiais atvejais

D=Dy—B, M=My—B, D—-M = (Dy—B)—(My—B) = Dy—M,.

Skirtumas D — M nepriklauso nuo B, bet tik nuo stac¢iakam-
piy fiksuoty ploty. Vadinasi, skirtumo D — M reiksmé visais
keturiais atvejais [-IV yra ta pati.

12. (©) 3

Atversta skai¢iumi ar herbu monetg zymékime atitinkamai S ir H. Turime pradine monety
padéti SSSSS, o po pirmojo éjimo neisvengiamai turésime padéti HHHSS (monety tvarkos
kol kas galime nepaisyti). Po antrojo éjimo jau gali buti visaip, bet galimybes dar nesunku
perrinkti: jei apversime abi monetas S ir vieng H, tai gausime keturias H ir viena S; jei
apversime tik vieng S ir dvi H, tai gausime dvi H ir tris S; o jei neapversime né vienos S, tai
gausime padétj SSSSS. Sia perranka ne tik jsitikinome, kad dviejy éjimy tikrai nepakanka,
bet ir aptikome buda, kaip atversti herbu visas monetas trimis éjimais. Aptikome, kad po
antrojo éjimo galime gauti lygiai tris monetas S, o treciuoju éjimu belieka jas ir apversti:

S$88SS — HHHSS — HSSHS — HHHHH

Vadinasi, ieskomas maziausias é¢jimy skaicius yra 3.

Idomu, kad konkurso dalyviai daug dazniau rinkosi klaidinga atsakyma 5 nei klaidinga
atsakyma 4. Tai susije su galimybe monetas apversti herbu ne tik trimis, bet ir penkiais éjimais,
kai lygiai keturiais éjimais to padaryti niekaip nepavyks. Tai galima jrodyti be perrankos,
pastebéjus, kad kaskart apvertus tris monetas, tarp kuriy yra x monety H, monety H skaicius
pakinta nelyginiu skai¢iumi (3 —z) — x = 3 — 2z. Taigi monety H kiekio lyginumas, atliekant
éjimus, visa laika kaitaliojasi, ir tas kiekis gali buti 5 tik po nelyginio ¢jimy skaiciaus.
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13. 2 km

! Atstumas iki Ausy ties pirmuoju stulpu yra 3 km, o ties antruoju — 6 km. Todél nuo vieno
stulpo iki kito yra 6 — 3 = 3 (km). Tokia pacia iSvada galima padaryti ir Ziurint j rodykles,
nukreiptas j Bausus. Zinoma, ir atstumas iki Medausy, keliaujant nuo vieno stulpo iki kito,
turi pakisti tiek pat, t. y. 3 km. Kadangi vienoje rodykléje tas atstumas yra 1 km, tai kitoje
turéty buti arba 4 km (pagal 1 + 3 = 4), arba 2 km (pagal 1 — 3 = —2).

Kurj varianta pasirinkti? Pirmasis variantas (atsakymas D, kuris tarp konkurso dalyviu
buvo antras populiariausias) reiksty, kad, einant nuo pirmojo stulpo prie antrojo, atstumas
nuo Ausy ir Medausy kinta vienodai — visg laika didéja. Taciau pirmojo stulpo rodyklés rodo
i Ausus ir Medausus priesingomis kryptimis. Taigi einant nuo pirmojo stulpo ir tolstant nuo
Ausy pradzioje yra artéjama link Medausy. Vadinasi, nuo antrojo stulpo iki Medausy yra
2 km.

1! Pakanka pasinaudoti trijy rodykliy informacija:

1) nuo Ausy iki pirmojo stulpo yra 3 km,;

2) Ausai ir Medausai yra skirtingose pusése nuo pirmojo stulpo;

)
)
3) nuo pirmojo stulpo iki Medausy yra 1 km;
9

nuo Ausy iki antrojo stulpo yra 6 km.

Vadinasi, einant keliu i§ Ausy pirmasis stulpas pasirodo uz 3 km, Medausai — dar uz 1 km, o
antrasis stulpas pasirodo uz 6 km nuo Ausy, t. y. uz 6 — 3 — 1 = 2 km nuo Medausuy.
Kad buty aiskiau, situacija galima pavaizduoti tieséje:
0 1 3 4 6
I | | I I | I | | | I | I

| | | | | | | | | | | |
AUSAI stulpas stulpas BAUSAI

MEDAUSAT
14. B) 1

? Speéliodami trejetus (a, b, ¢), galime atmesti klaidingus atsakymus.

Atrodyty, lengviausia atmesti klaidinga atsakymg A. Duotasis reiskinys virsta 0, kai
a = b = c. Nepaisant to, konkurso dalyviai dazniausiai rinkosi butent §j atsakyma. Greic¢iausiai
jie prisiminé, kad skaic¢iaus kvadratas yra teigiamas skaicius, bet pamirso, kad jis gali buti lygus
ir nuliui. Ar bent nepatikrino Sios galimybés, nepatikéje, kad visi trys duotojo reiskinio nariai
gali virsti nuliais vienu metu.

Jei imsime b = a ir ¢ = 0, tai gausime (a — b)? + (b — ¢)* + (¢ — a)® = 2a®. Pasirinkimai
a =1 ir a = 2 leidzia atmesti atsakymus C ir E.

Atsakyma D leidzia atmesti (a,b,c) = (0, 1,2).

Renkamés atsakyma B.

! Trodykime, kad kai skai¢iy trejetas (a,b, c) sveikasis, tai (a — b)2 + (b — ¢)? + (¢ — a)? # 1.
Tarkime, kad yra prieSingai: trejetas (a, b, ¢) sveikasis ir (a — 0)? + (b —¢)* + (c — a)* = 1.
Yra vienintelis budas (démeny tvarkos tikslumu) uZrasyti skaic¢iy 1 kaip triju tiksliuju
kvadraty sumg: 1 = 1%+ 02 + 02. Taigi du i$ skaic¢iy a — b, b — ¢ ir ¢ — a lygus 0. Tadiau visy
triju skai¢iy suma lygi (a — b) + (b —¢) + (¢ — a) = 0. Todél ir treciasis i$ Siy skaiciy lygus 0, o
tada (@ —b)*+ (b—¢)* + (¢ — a)? = 0 + 0? + 0® # 1. Gavome priestara. Vadinasi, atsakymas
B teisingas.
Sujunge §j sprendimg su ? dalimi, gausime pilng uzdavinio sprendimag.
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15. 199

Konkurso dalyviai gana daznai rinkosi atsakyma E. Jis iS tiesy vertas démesio. Juk jei a buty,
pavyzdziui, dviZenklis, tai negalétume nustatyti, keliaZenklis yra a® — trizenklis (10% = 100)
ar keturZenklis (902 = 8100). Ir net jei Zinotume a pirmajj skaitmenj, o tas skaitmuo bty
3, tai informacijos nepakakty: skaicius 302 = 900 trizenklis, o skaicius 322 = 2% = 1024 jau
keturzenklis. Todél stenkimés mastyti grieztai.

Pirmiausiai nagrinékime tik skaic¢iaus a skaitmeny skaiciy. Maziausias Simtazenklis skai-
¢ius yra skaicius m = 100...0 su 99 nuliais, o didziausias — skai¢ius n = 99...9 su 100
devynety. Juos patogu uzrasyti kitaip: m = 10% ir n = 10'%° — 1. Tada a® yra tarp skaiciy
m? = 1092 = 10" ir n? < (n + 1)? = 10*®. Skaic¢ius m? = 100...0 turi 199 skaitmenis, o
(n + 1) = 100...0 yra maZiausias naturalusis skaicius, turintis 201 skaitmenj. Vadinasi, a?
gali turéti tik 199 arba 200 skaitmenis. T. y. vienas is atsakymy B, C ir E yra teisingas.

Pirmieji du skaic¢iaus a skaitmenys 29 reiskia, kad a yra arba pakankamai mazas, kad buty
teisingas atsakymas B, arba pakankamai didelis, kad buty teisingas atsakymas C, arba Sios
informacijos vis tiek nepakanka. Teisingas pirmasis variantas, nes a = 29 ... yra mazesnis uz
skaiciy 300. .. 0 su 99 nuliais, todél a® < (3-109%)2 = 9-10'% = 900. . . 0, kur pastarasis skaicius
baigiasi 198 nuliai, todél turi 199 skaitmenis. Vadinasi, a® garantuotai turi 199 skaitmenis.

Trumpas, formalus sprendimas atrodyty taip:

10 <a<3-10% = 10" <a® <9-10"% < 10",

16. (A) 0

Sis uzdavinys buvo sunkus konkurso dalyviams: teisingas atsaky-
mas nebuvo populiarus. Spéliojant galima délioti rate konkrecius
skaiéius ir méginti gauti visy skaié¢iy suma, lygia 75, 216, 365 ar-
ba 2020. Bet tai nepavyks. Yra viena triviali galimybé: kai visi
rato skaiciai lygus 10. Tada uzdavinio salyga tenkinama, taciau
visy skaic¢iy suma lygi 10 - 15 = 150. Tai néra vienas is 4 skaiciy,
kuriuos reikia gauti. Uzuot spélioje, paméginkime kuo daugiau su-
zinoti apie skaiciy rata, pasitelke logika.

Pastebékime, kad be Zinomo skaiciaus 10 galime vienareikSmiskai nustatyti ir kitus uzra-
Sytus skaic¢ius. Du i8 jy pazymeékime z ir y, kaip parodyta paveikslélyje. Sesiy skai¢iy, esandiy
tarp skaic¢iy 10 ir x pilkuose skrituliuose, suma pazymékime s. Tada septyniy skaiciy suma
10 + s yra lygi septyniy skaiciy sumai s + x. Vadinasi, x = 10.

Samprotaujant analogiskai, galima pasirinkti bet kuriuos du skritulius, kuriuos skiria
lygiai Sesi skrituliai, ir jrodyti, kad juose jrasyti skaiciai lygus. Taigi y = z. Gavome, kad
gretimi skaiciai y ir 10 lygus. Velgi, analogiskai samprotaujant, galima jrodyti, kad bet kurie
du gretimi rato skaiciai lygus. Vadinasi, visi rato skaiciai lygus. Jau minéjome, kad tokiu
atveju visy skaic¢iy suma lygi 150. Sumos reikSmiy 75, 216, 365 ir 2020 gauti nejmanoma.

Irodéme, kad visi rato skaiciai lygus. Idomu, kad §j teiginj galima apibendrinti: pakeitus
uzdavinio duomenis 15 (bendras skaiciy kiekis) ir 7 (gretimy skaiciy kiekis) bet kuriais dviem
naturaliaisiais skaiciais m ir n, kur n < m, visi rato skaiciai vis tiek turéty buti lygus, jei tik
m ir n buty tarpusavyje pirminiai.
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17. 80

Norétysi tiketis, kad didziojo kvadrato krastinés ilgis yra sveikasis skai-
¢ius. Tada tikty tik atsakymai A, C ir E. Galbut todél siuos atsakymus
pasirinko beveik pusé sprendusiyjy. Bet paméginkime mastyti grieztai. n

Mazesniyjy kvadraty krastiniy ilgiai yra v/1 = 1 ir v/9 = 3. Nagrinékime du pilkus sta-
¢iuosius trikampius (zr. pav.). Paveikslélyje nesunku pastebéti, kad sie trikampiai panasus.
Tuo nesunku ir jsitikinti: trikampiy atitinkami statiniai lygiagretus, nes tokios yra atitinka-
mos mazesniyjy kvadraty krastinés, o jzambinés apskritai yra vienoje ties¢je. Todeél pilkyjy
trikampiy atitinkami kampai lygus, o trikampiai yra panasus.

Pilkyju trikampiy vertikaliy statiniy ilgiai yra 1 ir 3, todél panasumo koeficientas yra
3 : 1 = 3. Mazesniojo trikampio kito statinio ilgis yra 3 — 1 = 2, o jzambinés ilgis yra
V12 +22 = /5. Vadinasi, didesniojo trikampio jzambinés ilgis yra 3v/5. Abi jzambinés
sudaro didZiojo kvadrato krastine, todeél jos ilgis yra v/5 +3v/5 = 44/5, o kvadrato plotas lygus
(4v/5)%2 =16 -5 = 80.

18. D) n>+2n+5

Tikrinkime atsakymus. Gal su maza n reikSme, pavyzdziui, n = 0, 1, 2, vienas ar kitas
reiskinys dalijasi iS 3 — tada ji galima atmesti. Taip nesunkiai gaunama, kad kai n = 2, tai C)
5n+2=12ir E) 2n® + 5 = 21 dalijasi i§ 3.

Atsakymai A ir B atrodo grésmingiau. Galbut todél konkurso dalyviai rinkosi juos daz-
niau nei C ir E. Tac¢iau lengva apskaiciuoti reikinio B) 5n'? — n!! + 2 reiksme 6, kai n = 1.
Si reiksmeé dalijasi is 3. Reiskinio A) n'? 4+ 2n'! 4+ 1 reikSmes nesidalija i$ 3, kai n = 0 ir
n = 1. Kai n = 2, reikSme suskaic¢iuoti jau sunkiau, atsiranda didesni skaiciai. Taupydami
laikg nepamirskime, kad yra dar viena n reiksmeé, su kuria aritmetiniai veiksmai itin paprasti.
Tai n = —1. Su ja atsakymas A jgyja reikSme 0, kuri dalijasi i$ 3.

Vadinasi, atsakymai A, B, C, E netinka. Renkamés atsakyma D.

Kad uzbaigtume ? dalies sprendima, jrodykime, kad f(n) = n%+ 2n + 5 nesidalija i§ 3 jokiam
sveikajam n. Pastebékime, kad f(n) nesidalija i$ 3, kai n = 0, 1, 2. To i$ esmés ir pakanka,
nes 0, 1 ir 2 yra visos imanomos bet kurio sveikojo skaic¢iaus dalybos is 3 liekanos. [sitikinkime
tuo.

Kiekvieng sveikajji skaic¢iy n galima uzrasyti pavidalu 3k + r, kur skaicius k sveikasis, o r
— skaic¢iaus n dalybos i$ 3 liekana. Tada

f(n) = (Bk+7)* + 23k +7) + 5= 9k* + 6kr + 6k + f(r).

Skai¢ius 9k? + 6kr + 6k neisvengiamai dalijasi i§ 3. Todeél f(n) dalijasi i§ 3 tada ir tik tada,
kai f(r) dalijasi i§ 3. Taciau jau patikrinome, kad f(r) i$ 3 nesidalija visoms galimoms r
reikSméms 0, 1, 2.

Taip jrodéme, kad tikrinant f(n) daluma i m = 3 galima vietoj skai¢iaus n imti jo dalybos
i§ m lickang. Sis teiginys teisingas bet kokiam daugianariui f su sveikaisiais koeficientais ir bet
kokiam naturaliajam m. Taigi patikrinus, kad f(0), f(1), f(2) nesidalija is 3, galima daryti
isvada, kad f(n) nesidalija i$ 3 jokiam sveikajam n.
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19. (O) 72

| Kad rastume staciakampio plota, rasime jo krastiniy ilgius. Tam sta- C
c¢iakampj padalykime j parankiy savybiy turinc¢ias mazesnes figuras.
Pazymékime apskritimo centra O ir sujunkime jj su apskritimo ir sta-
ciakampio bendrais taskais. IS O iSveskime statmen] j staciakampio O
krasting BC' (zr. pav.).

Kadangi apskritimo spinduliai statmeni atitinkamoms apskritimo
liestinéms, tai keturkampis AEOF turi tris stac¢iuosius kampus. Tada A 5 F 4 B
jo ketvirtas kampas FOF' taip pat statusis, o Sis keturkampis yra
staciakampis. Analogiskai ir keturkampis BFOG yra staciakampis.

Vadinasi, apskritimo spindulio ilgis lygus OF = AF = 5. Gauname OF = OC = 5. Taip
pat OG = BF = 4 ir BG = OF = 5. Pritaikykime Pitagoro teorema staciajam trikampiui
CGO:

5=0C*=0G*+CG =4 +CG, CG=+v25-16=3.
Taigi staciakampio ABC'D krastiniy ilgiai yra AB = AF+FB = 54+4 =9ir BC = BG+GC =
=543 =38, o jo plotas lygus 9 -8 = 72.

20. (B) 24

| DidZiojo staciakampio gretasienio isklotinéje pazymeékime atkarpy ilgius z, 2| 16 30
Y, z, t (zr. pav.). Tada
ry =16, x(z+t)=30, 6z=21, yz=14 6t =" 6 21| 7
Y
Viena po kito galime rasti nezinomuosius: z =21 : 6 = %, y=14:2 =4, Ayl 14
xr=16:y=4,t=30:2—2z=4, 7 =6t = 24. Sprendima galima uzrasyti p, ;

ir kitaip:

_xy-6z  16-21  (2-2-4)-(3-7)

6
T 14 2.7

=(2-3)-4, x =4,

30 15 15
z2+t=—=—, 6246t =6-— =3-15 =45,
T 2 2

? =6t =45— 62z =45 —21 =24
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? Nesunku jsivaizduoti, kaip atrodo parabolé: jos Sakos nukreiptos aukstyn (todél

21. (D) be

a > 0) ir kiekviena kerta abscisiy asj, kildama nuo parabolés virsunés, kuri yra
IV ketvirtyje (x > 0, y < 0). Sankirtos su abscisiy asimi yra (z1,0) ir (x9,0),
kur x; < 0ir 25 > 0. Be to, z; yra ar¢iau nulio nei x5 (todél 21 +x5 > 0). Taip
galéty atrodyti, pavyzdziui, parabolé y = 22, tik pastumta deSinén ir Zemyn.

Nors negalime tiksliai nustatyti a, b, ¢, x1, x5, bet galime paméginti pasirinkti juos taip,
kad parabolés y = a(z—z1)(x —13) = ax?®+bx+c padétis priminty pavaizduotaja. PavyzdZiui,
imkime a = 1 (parabolés Sakos nukreiptos aukstyn), ;1 = —1, xo = 2 (eidamos per taskus
(—1,0) ir (2,0), sakos atrodo panasiai kaip pavaizduotosios parabolés sakos). Gauname

ar® +br+e=(@—(-1))(z-2)=2>-2—-2, bc=(-1)-(=2)=2>0.

Galima i$nagrineti ir bendra atveji: tada a > 0, b = —a(x; + x2) < 0, ¢ = axyxs < 0,
b+c<0,ac<0,bc>0,ab<0.

Konkrecig parabole galima pasirinkti ir kitaip: imkime y = 22, pastumtg per 1 deSinén
(taip gauname y = (x — 1)?), o tada pastumta zemyn tiek, kad jos sankirta su ordinaciy
asimi atsidurty Zemiau koordinaciy pradzios. Taip gauname, pavyzdziui, y = (x — 1) — 10 =
=22 —2r —9ir be = (-2)(-9) > 0.

Renkamés atsakymg D.

?°? Norint pasirinkti atsakyma, pakanka nagrinéti parabolés ir Oy aSies sankirtos taska (0, o).

-

Jis priklauso Oy aSies apatinei daliai, todél yo = a - 0> +b-0+c = ¢ < 0. Jame funkcija
f(x) = az? + bxr + ¢ yra mazéjanti, todel f/(0) = 2a -0+ b = b < 0. Vadinasi, skaicius bc yra
teigiamas kaip dviejy neigiamy skaiciy sandauga.

Renkamés atsakymag D.
Paméginkime nustatyti skaiéiy a, b, ¢ zenklus. Bene lengviausia pastebéti, kad ¢ < 0: zr. 77
dalj.

Skaiciaus a zenklas priklauso nuo to, aukstyn ar zemyn nukreiptos parabolés Sakos. Ne-
sunku jsivaizduoti reikiama parabole su sakomis, nukreiptomis aukstyn. Tada a > 0.

Bet ar galime buti tikri, kad néra parabolés su Sakomis, nukreiptomis zemyn, kurios dalis
buty duotoji atkarpa? Einant i$ kairés j desSine, atkarpa leidziasi, o ne kyla, todél ji priklauso
arba kairiajai sakai, nukreiptai aukstyn, arba desiniajai, nukreiptai zemyn. Pastarajj atveji
galime atmesti, nes Sakos atkarpa buty kitokios formos. Ji buty iSlinkusi j virsy, o ne j apa-
¢ig, kaip pavaizduota paveikslélyje. Sig savybe galima tiksliau apibiidinti taip: sujungus bet
kuriuos du pavaizduotosios parabolés atkarpos taskus tiesés atkarpa, ta tiesés atkarpa yra virs
parabolés, o parabolei su Sakomis, nukreiptomis zemyn, ta tiesés atkarpa buty po parabole.
Matematikoje vartojamos iskilosios funkcijos ir jgaubtosios funkcijos savokos. Pavaizduotoji
parabolés atkarpa yra iskilosios funkcijos grafikas, o parabolé su Ssakomis, nukreiptomis zemyn,
— igaubtosios. Vadinasi, garantuotai a > 0.

Iskilosios funkcijos grafikas [gaubtosios funkcijos grafikas

Kad b < 0, galima jsitikinti kaip 7?7 dalyje. Kitas budas yra pastebéti, kad parabolés
b

virsunés = koordinaté —g-, randama is lygties (ax? 4+ bx + ¢) = 0, yra teigiama.

Vadinasi, a > 0, b,c <0, b+ ¢ <0, ac <0, bc > 0, ab < 0.
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22. (C) 5

Paméginkime gauti kuo mazesnj Untés mieganciy galvy skaiéiy, eksperimentuodami ir konst-
ruodami pavyzdj:
71 =41 =11 =29 =47 = 17 = 35 = 5.

Jei bandysime pratesti gautaja skaiciy seka arba perkurti ja, tai maziau nei 5 galvy niekaip
negausime. Bet kaip galime buti tikri, kad nepraleidome kokios nors galimybés?

Cia gali padéti skaiciy dalumo savybés. Kadangi skaiciai 30 ir 18 abu dalijasi i 6 (tai
yra ju didziausias bendrasis daliklis), tai Untés mieganc¢iy galvy skaicius visa laika keiciasi
(nesvarbu ar didéja, ar mazéja) per skaiciaus 6 kartotinj. Todél mieganciy galvy skaiciaus
dalybos is 6 liekana niekada nesikeic¢ia. Ta lickana lygi 5, nes 71 = 66 +5 = 6 - 11 + 5.
Maziausias neneigiamas sveikasis skaicius, kuris dalijasi iS 6 su liekana 5, yra pats skaicius 5.
Vadinasi, visada miega maziausiai penkios Unteés galvos.

Kartu jrodéme, kad negali likti 1, 3 ar 7 miegancios Untés galvos. Taciau E) 11 =5+ 6
mieganciy galvy jmanoma gauti. Nenuostabu, kad Sis atsakymas tarp konkurso dalyviy buvo
antras populiariausias.

23. (D) 75m?

Pradinio sklypo krastiniy ilgius metrais pazymékime a ir b. Reikia rasti A CFE
ab. Ispléstojo sklypo krastiniy ilgius galima uzrasyti taip: a + 0,2a =
=1,2a = %‘1 ir b4+0,5b = 1,5b = %b Kadangi naujasis sklypas kvadratinis,
tai 1,2a = 1,5b, taciau sprendime $i informacija nesvarbi. B

Duotas keturkampio BCED plotas (zr. pav.), bet kaip ji susieti
su ab? Tam patogu nagrinéti trikampius ABC ir ADE. Keturkampio D
BCFED plotas lygus siy staciyjy trikampiy ploty skirtumui:

O_AD-AE_AB-AC_l 6a Bb_ab 9ab ab 4dab 2ab

2 2 25 2 2 10 2 10 5’

5
b=30.2 =75
“ 2
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24. (A) 673

Galima buty skaiciuoti konkrecias sekos nariy reikSmes: L3 = 1+4+3 =4, Ly, =3+4 =17,
Ls =4+ 7=11, ..., ta¢iau tai visai nebutina. Pakanka prisiminti paprasta taisykle: dviejy
lyginiy arba dviejy nelyginiy skaic¢iy suma visada lyginé, o lyginio ir nelyginio skai¢iy suma
visada nelyginé. Simboliskai galima uzrasyti:

L+L=L  N+N=IL  N+L=N, L+N=N.

Vietoj lyginiy ir nelyginiy sekos nariy L, atitinkamai rasykime L ir N. Gauname tokia
raidziy L ir N seka:

N, NN N+N=L, N+L=N, L+ N=N, N+N=1L, N+L=N,

Kiekviena nauja raidé priklauso tik nuo dviejy ankstesniy. Todél galime sustoti jau ties ket-
virtuoju ir penktuoju nariais NV ir N, pastebé¢je, kad jie tokie patys kaip pirmasis ir antrasis.
Tada Sestasis narys sutampa su trec¢iuoju, septintasis — su ketvirtuoju, ir t. t. Taigi sekos nariai
kartojasi kas tris: pirmieji trys yra N, N, L, tada vél eina N, N, L, ir t. t. Moksliskiau galima
pasakyti, kad seka periodiné, o jos periodas yra 3.

Skaicius 2019 dalijasi i$ 3 (nes jo skaitmeny suma dalijasi i$ 3), todél raidziy sekos pirmus
2019 nariy galima padalyti | 2019 : 3 = 673 trejetus N, N, L. Taip gauname 673 raides L, o
2020-0ji sekos raidé yra dar vieno trejeto N, N, L pirmoji raidé N. Vadinasi, raidziy sekoje
tarp pirmyjy 2020 nariy yra 673 raidés L, o baigtinéje sekoje Ly, Lo, . . ., Logag atitinkamai yra
673 lyginiai nariai.

Pamineésime, kad skaic¢iai Ly, Lo, ... matematikoje vadinami Liuka skai¢iais. Jie susije su
garsesniais Fibonacio skaiciais 1,1,2,3,5,8, ...
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! Kubo briaunos ilgj pazymékime a m. Virs vandens kysan-

-~

25. (A) 30 m

ti ledkalnio dalis yra trikampé piramidé, kurios pagrindo
trijy krastiniy ilgiai neduoti, o trijy Soniniy briauny il-
giai yra 24 m, 25 m ir 27 m. Piramides turis V sudaro
100% — 90% = 10% (desimtadalj) kubo turio a® m?, t. y.
10V = a3 m3.

Kadangi kubo sienos yra kvadratai, tai piramidés so-
ninés sienos yra statieji trikampiai, kuriy statiniy ilgiai
duoti. Norint rasti piramidés turj V pagal zinoma formu-
le, reikia zinoti jos pagrindo plota S ir i pagrinda nuleistos
aukstinés ilgj h. Tada V = % Tai galima greitai padaryti, imant kaip trikampés piramidés
pagrinda vieng is sieny, kurias jau pavadinome Soninémis. Pavyzdziui, imkime kaip pagrinda
statyji trikampj su statiniais 24 m ir 25 m. Tada 27 m ilgio piramidés briauna (kubo briau-
nos dalis) yra statmena tam naujam pagrindui (kubo sienos daliai). Vadinasi, si briauna yra
piramideés aukstiné ir

v Sh 24-25 27 24-25-27( 3
= - = — . - = - m
3 2 3 6 ’
24-25-27
a3:10-T:10-4-25-27:10-100-27:27000:303.
Tingint skaic¢iuoti 10- % reiksme, galima pastebéti, kad Sio reiskinio reikSmé nesida-

lija i$ pirminiy skai¢iy 11, 17, 7, 13, todél nelygi 332, 343, 353, 393. Taip lieka atsakymas A.

Tadiau nesunku ir tiksliai suskai¢iuoti a = v/303 = 30.

26. (E) 6

Tarkime, kad vakare buvo like m = 16 — n ledy rusiy.
Ryte Auksé turéjo C% = 1%—15 = 8 - 15 budy pasirinkti (deriniy skaic¢ius), o vakare —

€3 = M n=2) hidy. Vadinasi,

m(m—1)(m—2)=1-2-3-8-15 =48 15.

Tikrinkime atsakymus. Jei n = 2, 3, 4, 5, tai vienas is skai¢iy m, m — 1 ir m — 2 lygus 13
arba 11, 0 48 - 15 nei i$ 11, nei i$ 13 nesidalija. Todél atsakymai A-D netinka.

Renkamés atsakyma E.
Tarkime, kad vakare buvo like m = 16 — n ledy rusiy. Reikia rasti n. Dalyje 7 jau gavome
lygybe

m(m —1)(m —2) =48 - 15.

Akivaizdu, kad m > 2. Kintamojo m > 2 funkcija m(m — 1)(m — 2) yra didéjanti, nes tokie
yra teigiami dauginamieji m, m — 1 ir m — 2. Taigi reiksSme 48 - 15 §i funkcija jgyja tik su viena
m reikSme — tereikia ja atspéti.

Nesunku jsitikinti, kad naturaliosios reikSmés m < 7 per mazos: 6-5-4 =8-15 < 48 - 15.
Reiksmés m = 7, 8, 9 netinka, nes tada m(m — 1)(m — 2) dalijasi i$ 7. Pagaliau kai m = 10 ir
n = 6, tai

m(m—1)(m—2)=10-9-8=(2-5)-(3-3)-8=(2-3-8)-(5-3) =48 15.
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27. (A) 2—2

| Kvadrato jstrizainé AC dalija gautajj keturkampj j du trikampius. Raski-
me vieno is juy — trikampio ACD — plota S (zr. pav.). Kadangi atkarpa
CD yra perlinkio linija, tai atkarpos AC' taskas F, kuriame sulanks-
¢ius popieriaus lapa atsidure kvadrato virsuné B, yra simetriskas vir-
sSunei B tieses C'D atzvilgiu. Taigi trikampiai BC'D ir EC'D lygus, ir
LCED = /ZCBD = 90°.

Pazymékime BD = x dm. Tada

AC =12+ 12 = /2 (dm), ED = BD = z dm,

AE = AC — CE = AC — BC = (v2—1) dm,
AD = AB - BD = (1 —z) dm.

Staciajam trikampiui ADFE pritaikykime Pitagoro teorema;:

24 (VZ-17 = (1-2)

932—|—3—2\/§::B2—2$—|—1,
2 = 2v2 — 2,
r=v2-1.

Skaiciy x galima rasti ir daug greiciau, pastebéjus, kad ZBAC' = 45° ir todél statusis trikampis
AED lygiagonis, r = DE = AE = (/2 — 1) (dm).

Vadinasi, S = % = %‘/5 (dm?), o dél simetrijos ieSkomas keturkampio plotas lygus

25 =2v2 =v2(vV2 - 1) =2 — /2 (dm?).

1! Nagrinékime ! dalies paveiksléli. Kaip ir ! dalyje, pastebékime, kad trikampiai BC'D ir EC'D
lygus. Todél atkarpa C'D yra trikampio ABC' pusiaukampiné. Remiantis pusiaukampinés
savybe, BD : AD = BC : AC =1 : /2. Kadangi BD + AD = AB = 1 dm, tai AD : AB =
=v2:(V2+1),

VI VRVE-Y o 5 (e
AD_\/§+1_(\/§+1)(\/§—1)_\/§(\/§ 1) =2—+2 (dm).

AD-BC __ 2—V2
2 - 2

Vadinasi, trikampio AC'D plotas lygus S = (dm?), o dél simetrijos ieskomas

keturkampio plotas lygus 25 = (2 — v/2) dm?.
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28. (D) 7ir8

Paméginkime atmesti blogus atsakymus.

Lengviausia atmesti A. Juk jei N nesidalija nei is 2, nei is 3, tai jis nesidalija nei i§ 4 = 2-2,
neiis6=2-3,neiis8 =2-4,neiis 9 = 3-3, neiis 10 = 2-5. Todél reikiamy astuoniy dalikliy
N tikrai neturi — turi daugiausiai tris tokius daliklius: 5, 7, 11. Nenuostabu, kad sj atsakyma
konkurso dalyviai rinkosi rec¢iausiai.

Panasiai galima atmesti ir atsakyma B. Jei N nesidalija nei iS 4, nei iS 5, tai nesidalija
nei i$ 8 =4 - 2 (nes nesidalija i$ 4), nei i§ 10 = 5 - 2 (nes nesidalija i$ 5).

Atsakymai C ir E klastingesni, ir konkurso dalyviai juos rinkosi dazniau nei A ar B.

Tarkime, kad atsakymas C teisingas. Tada N nesidalija nei is 6, nei iS 7, bet dalijasi is 2,
3,4,5,8,9, 10, 11. Nedalumas is 7 ¢ia nieko nepasako, bet pastebékime, kad N dalijasi is 2
ir 3, nesidalydamas i 6. Taip negali buti: jei NV dalijasi iS 2 ir 3, tai dalijasi i$ 2 - 3 = 6, nes
skaiciai 2 ir 3 yra tarpusavyje pirminiai. Vadinasi, atsakymas C klaidingas.

Analogiskai atmetamas atsakymas E: naturalusis skaic¢ius negali nesidalyti i§ 10 = 2 -5
(ir i$ 11), bet tuo pat metu dalytis is 2 ir 5.

Renkameés atsakyma D.

Isitikinkime, kad atsakymas D tinka. Tai patvirtinantis pavyzdys buty skaicius, kuris dalijasi
i$2,3,4,5,6,9, 10, 11, bet ne i$ 7 ir ne is 8. Paméginkime nustatyti tokj /N, ziuréedami, koks
galéty buti jo skaidinys pirminiais daugikliais, t. y. kokiy pirminiy skaic¢iy laipsniy sandauga
jis galéty buti.

Tarp skaic¢iaus N pirminiy dalikliy privalo buti 2, 3, 5, 11, negali buti 7, o kiti pirminiai
dalikliai nesvarbus — jie nesusije su skaiciais 2, 3, ..., 11. Todél pakanka nagrinéti iSraiskas

N =2¢.3.5° 119

kur skaiéiai a, b, ¢, d yra naturalieji. Toks skaic¢ius n tikrai nesidalija i§ 7, o kad nesidalyty i
8 = 23, biitina ir pakanka imti a < 3. Kita vertus, jei a < 2, tai n nesidalija i§ 4 = 22. Todél
turime imti a = 2. Taip parinktas bet koks n jau dalijasi is 2, 3,4, 5,6 =2-3, 10 =2-5ir
11. Imkime b > 2, kad n dalytysi ir i$ 9, ir gausime reikiamg pavyzd;.

Beje, i$ Sio sprendimo iSplaukia, kad maZiausias tinkamas N yra 2%-32.5-11. Tai yra ne
kas kita, kaip skaiciy 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11 maziausias bendrasis kartotinis.

Norint pasirinkti atsakyma, pakanka jsitikinti vieno i$ atsakymuy teisingumu arba atmesti kitus
keturis atsakymus. Atlike ir viena, ir kita, t. y. apjunge ? ir ?? dalis, gausime pilng sprendima.

Jei nebuty pateikti penki atsakymai, tai uzdavinys turéty daugiau nei vieng teisinga
atsakymag. Samprotaujant kaip 7 ir 7?7 dalyse ar panasiai, galima jsitikinti, kad du skaiciai, i$
kuriy nesidalija N, gali buti tokie ir tik tokie: 4 ir 8; 5 ir 10; bet kurie du i$ keturiy skaiciy 7,
8,9, 11.
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29. @ Kitas atsakymas

! Nemazindami bendrumo, galime laikyti, kad kvadratiniai langeliai yra
vienetiniai. Nagrinékime trikampius PQ1R;, PQy Ry, PQ3Rs (7r. pav.).
UztuSuotus trikampius atitinkamai pazymeékime T4, T5, T5. @

VISQ éeélq staéugq trlkamplq PQlRl, PQQRQ, PQ3R3, Tl, T27 T3 X
atitinkamos krastinés yra arba lygiagrecios, arba vienoje tieséje. To-
dél siy trikampiy atitinkami kampai lygis, ir visi $esi trikampiai yra @ ! ¢

panasus. 0 1 2 3

Paiymeklme QIRI = a. Kadangi PQl : PQQ : PQg =1:2: 3, tai QIRI : Q2R2 : Q3R3 =
=1:2:3ir Q2Ry = 2a, @3R3 = 3a. Tada statieji trikampiai Ty, T3, T3 atitinkamai turi
statinius Q1R — 1 =a — 1, @QaRy — 2 =2(a— 1), Q@3R3 — 3 = 3(a — 1). Vadinasi, panasiyju
trikampiy 77, T, T5 ty statiniy, o todél ir kity atitinkamy statiniy santykis lygus

(a—1):2(a—1):3(a—1)=1:2:3.

Tada iy trikampiy ploty santykis lygus 12:22:32=1:4:9.
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30.@A

! Devynias duotasias figliras pazymeékime tokioje lenteléje:

Spalva\ Forma | Zvaigzdé | Trikampis | Kvadratas | Sesiakampis | Skritulys

Balta i} A O
Pilka A O
Juoda | . ‘

Visus tolimesnius samprotavimus galima parasyti ir nesinaudojant lentele, bet pasinau-
dosime ja dél patogumo. Ambraziejaus mégstamiausig figurg pazymeékime X.

Pradzioje Gervazas zino, kurioje eilutéje yra X, o Protazas — kuriame stulpelyje. Kadangi
visose eilutése yra bent po dvi figuras, tai Gervazas negali zinoti, kas yra X. Todél jo frazé
»,Nezinau Ambraziejaus mégstamiausios figuros“ nesuteikia papildomos informacijos nei mums,
nei Protazui. Analogiskai Protazas pradzioje zino X tik tuo atveju, jei zino, kad X yra
stulpelyje su vienintele figura (Sesiakampiu). Todél Gervazo frazeé .Zinau, kad ir tu nezinai“
reiskia, kad jis zino, jog X — ne SeSiakampis. Taip negaléty buti, jei Gervazas zinoty, kad figura
X balta — jis negaléty atmesti Sesiakampio, esancio toje eilutéje. Kita vertus, zinodamas, kad
figura pilka ar juoda, SeSiakampj Gervazas galéty atmesti: atitinkamuy eiluc¢iy sankirta su
Sesiakampio stulpeliu tuséia. Taigi Gervazo frazé ekvivalenti informacijai, kad figura X néra
balta (todél ir ne SeSiakampis). Sia informacija suzinome mes ir Protazas.

Vadinasi, pries prabildamas Protazas zino, kad figura yra Sioje lenteléje:

Spalva\ Forma | Zvaigzdé | Trikampis | Kvadratas | Skritulys

Pilka A Q
Juoda ‘ . ’

ir zino, kuriame naujos lentelés stulpelyje yra X. Jei tas stulpelis buty skritulio stulpelis,
tai Protazas negaléty istarti ,dabar jau zinau“, nes Siame stulpelyje yra dvi figuros. Kity
trijy stulpeliy atveju Protazas figura X nustatyty vienareikSmiskai: jei zvaigzdé, tai juoda; jei
trikampis, tai pilkas; jei kvadratas, tai juodas. Taigi Protazo frazé pasako mums ir Gervazui,
kad X néra skritulys.

Pries savo antraji pasisakyma Gervazas zino, kad figura yra Sioje lenteléje:

Spalva\ Forma | Zvaigzdé | Trikampis | Kvadratas

Pilka A
Juoda ‘ .

ir zino, kurioje eilutéje yra X. Jei tai juodos spalvos eiluté, tai Gervazas dar negali nustatyti
X: tai gali buti zvaigzdé arba kvadratas. Taciau Gervazas nustato X, todél ta eiluté yra pilkos
spalvos eilute, o X yra pilkas trikampis.
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