Tarptautinis matematikos konkursas

KENGURA

Senjoras

UZDUOTYS IR SPRENDIMA]




KENGUROS KONKURSO ORGANIZAVIMO KOMITETAS
VILNIAUS UNIVERSITETAS
LIETUVOS MATEMATIKU DRAUGIJA

KENGURA 2024. Senjoras

TARPTAUTINIO MATEMATIKOS KONKURSO
UZDUOTYS IR SPRENDIMAI

Autorius ir sudarytojas
Aivaras Novikas

Maketavo
Ugné Gudzinskaiteé

© Aivaras Novikas, 2025
© Kenguros konkurso organizavimo komitetas, 2025



[Pratarmél
Salygos|

|lUzduociy sprendimai)

Atsakymai

Turinys

10

25



Pratarme

Paprastai ziurint, Kenguros konkursas téra tik kelios desimtys (tiesa, labai nekasdieniskuy)
matematikos uzdaviniy, susitikimas su kuriais uz sprendéjo suolo trunka nepilnas dvi akademines
valandas. Ir viskas. Tik tiek.

Paprastai ziurint, ir musy garsiausiojo alpinisto Vlado Vitkausko paskutinis metras jkopiant j
Everestg irgi susidéjo ne is simto judesiy, o kai kurie is juy gal ir apskritai tebuvo tik krusteléjimai.
Tiesa, tie krustelé¢jimai turéjo buti nezmoniskai sunkus.

Taciau kodél tiek daug zmoniy ty kopimy imasi j realius kalnus ir kodél net per 5 mili-
jonus vidurinés mokyklos mokiniy kasmet pavasarj kopia j Kenguros kalnelius? Kuo tie Kenguros
kalneliai tokie patrauklus, kokios ten aukstumelés atsiveria? Juk dabar jau nebeissisuksi burbteléjes:
,Jie neturi kg veikti, tai ir sprendinéja visokius uzdavinukus®. Juk nepasakysi, kad milijonai taip
jau ir neturi ka veikti Sitokioje pramogy gadynéje.

Ar tik ne todél, kad tie milijonai gerai zino, jog baigiamajame kopime jy laukia nors ir jveiki-
ami, bet labai grazus, patrauklus uzdaviniai, kuriuos spresdamas gali uzsikabinti pacia tauriausia
to zodzio teikiama prasme? Kaip tai zinojo (o jei ne — tai suzinojo) per 30300 Lietuvos 1-12 klasiy
mokiniy, dalyvavusiy konkurse 2024 metais.

Juk konkursas — it zavus tornadas (o tokiy irgi buna) — negriaudamas supurto jtempta mokyk-
los dieny tékme ir pralékes palieka beveik nematoma, bet aisky pédsaka visy susidurusiy su juo
vaizduotése. Jo imi ilgetis daznai pats to nesuvokdamas — Zymia dalimi butent is to ilgesio pa-
matyti paprasty, graziy bei viliojanciy uzdaviniy ir atsiranda milijonai dalyvaujanciyjy.

Keliasdesimt lemtingy darbo minuciy kiekvieny mety kovo ménesio treciaji ketvirtadienj
vainikuoja begale jdéty pastangy ir kruopsty triusa, nejkyriai visam iSminties trokstanciam pasauliui
be paliovos teigdamos, kad galva lauzyti prasminga, kad ir matematikos uzduotis sprendziant gal-
ima patirti zaisminguma, spéliojimo azarta, zaibiskus, netikétus proto nusvitimus.

Nepamirskime, kad vertinami yra tik dalyviy atsakymai, o atsakymag kiekvienoje uzduotyje
reikia pasirinkti (ir kuo grei¢iau!) is penkiy duotyju. Ar tikrai teisingas tas atsakymas, kuris
is pirmo zvilgsnio atrodo labiausiai tikétinas? Ar tas uzdavinys tikrai toks sunkus, kad verciau
ji praleisti? O gal tereikia pastebeéti kokig smulkmeng, savaime nekrintancia j akis, ir uzdavinys
is karto issispres? Ar pasédéti prie sio uzdavinio dar kelias minutes? O gal verciau rizikuoti ir
is karto rinktis labiausiai patinkantj atsakyma? Juk jei pataikysi — priklausomai nuo uzdavinio
sunkumo gausi 3, 4 ar 5 taskus, taciau jei rizika nepasiteisins ir prasausi pro salj — bus blogiau
su Saltu buhalteriniu tikslumu atimama ketvirtis to, kas butu pridéta atsakius teisingai. (Visgi
pastebésime, kad | minusa nusiristi Kenguros konkurse nejmanoma, nes kiekvienam mokiniui vien
uz dalyvavima dosniai skiriama 30 tasky.)

Su panasiais klausimais konkurso dalyviai susiduria daznai, nes Kenguros uzdaviniy sprendi-
mai buna gana netikéti, kvieCiantys sprendéja padaryti atradimg — persokti per standartinio
mastymo barikadas. Taip milijonai sprendéjy perpranta, kokia sSmaiksti gali buti uzduotis, kaip is
keliy minciy bei paprasty sakiniy jau gali sukristi jos sprendimas — Stai jau, regis, net gali atskirti,
uz kuriy salygos zodziy ar skaiciy slapstosi tikrasis atsakymas.

Dabar stabtelékime akimirkai ir paklausykime keliy zodziy iS Kenguros gelmiy Lietuvoje ir
visame pasaulyje. Kas gi mums tg kasmetj viesulg siuncia?

Kaip nesunku nuspéti, konkurso idéja gimé ir labai sekmingai rutuliojosi Australijoje, o Fu-
ropoje ji émeé sklisti i§ Prancuzijos. Prancuzai suteiké Kengurai ir jos dabartine organizacine
iSvaizda. Lietuvoje prie Kenguros konkurso istaky stovéjo ir labai daug nuveiké jvairios institu-
cijos, mokyklos ir kitos savo gyvenimg svietimui paskyrusios organizacijos bei entuziastingi pra-
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dininkai. Tarp sumaniai j Lietuva Kenguros konkursg viliojusiy institucijy pirmiausiai minétini
Svietimo ir mokslo ministerija, Matematikos ir informatikos institutas bei Vilniaus universiteto
Matematikos ir informatikos fakultetas. Nuo 2016 m. rugséjo lietuviskoji Kengura glaudziasi po
Lietuvos matematiky draugijos sparnu. Kalbant sSiek tiek zaismingiau, butent jy galingomis pas-
tangomis grakstaus bei efektyvaus mokymo simboliu tapes gyviunas su visa savo mokslo kariauna
buvo atviliotas ir, dristame tai sakyti nedvejodami, negrjztamai atsuoliavo pas mus bei jsikure
Nemuno zeméje.

O Siaip, Kengurai nuolat musy gyvenime randantis, viskas vyksta kaip visur, kur rimtai
dirbama. Ir Kenguros ratas sukasi kiaurus metus — net vasaromis, kai, atrodyty, tik atostogos,
geriausiai konkurse pasirodziusieji mokiniai kviec¢iami j stovyklas, kur gali dalyvauti tiek sportini-
uose, tiek matematiniuose, tiek kituose smagiuose renginiuose. O rudenj ekspertai, suvaziave is
viso pasaulio, renka uzdavinius konkursui, per ziema jie verciami j desimtis kalby, adaptuojami
ir pritaikomi taip, jog kartais atrodo, kad jie sugalvoti kaimyniniame miestelyje. Vien Lietuvoje
Kengura kalba keturiomis kalbomis: lietuviy, lenky, rusy ir angly.

Tik taip, nepastebimai bei niekada nenuleidziant ranky, ir gali uzgimti konkursas, kei¢iantis
jo dalyviy poziurj j matematika. Tik tai ir teparodo, kaip moderniam zmogui duoti derama
pasirengima dar modernesnei mus uzgriunanciai ateiciai, j kuriag jam lemta zengti.

Sis kelias nei$vengiamas — juo teks eiti. Eiti bus jdomu, kartais siek tiek baugu, gal net sunku
— bet jo vingiai jveikiami, o ji pasirinkusiyjy uzmojai stebinantys.

Kas gi musy laukia kelionéje? Sioje knygeléje pateikti konkurso uzdaviniai, pro kuriuos 2024
mety kovo 21 diena keliavo ir gausiai sprendé 11-12 klasiy (Senjoro amziaus grupé) mokiniai.
Be to, norintys pasitikrinti, ar jie tikrai gerai sprendé, panudusieji pasiziureti, kaip dar galima
spresti Siuos uzdavinius arba kaip juos pajégia spresti jy pateikéjai, knygeléje ras ir visy uzdaviniy
atsakymus su sprendimais.

Kaip jau seniai visi zino, norint rasti ar pasirinkti teisingg atsakyma i penkiy duotyjy,
ne visada butina grieztai iSspresti uzdavinj ar kaip kitaip perkratyti visa pasaulio iSmintj, todél
ir knygeléje pateikiami kai kuriy uzdaviniy ne tik griezti matematiniai sprendimai (jie zZymimi
zenklu !), bet ir ju kenguriniai sprendimai, paaiskinantys, kaip nusigauti iki teisingo atsakymo,
uzdavinio iki galo taip ir neiSsprendus (tokie sprendimai-nusigavimai pazymeti zenklu 7). Kai
vienokiy ar kitokiy sprendimo budy yra daugiau nei vienas, jie zZymimi zenklais 77, !! !l ir
pan. Nors konkurse-zaidime pakanka klaustuku pazymeéto sprendimo, tikimes, kad matematikos
galvosukiy sportu uzsikrétusiam skaitytojui nebus svetimas ir azartas iSsiaiskinti viska iki galo bei
pereiti uzdavinio lynu be penkiy atsakymy apsaugos.

Tad kvieciame keliauti ir pavaikstinéti juo kartu su Kengura — iSméginti turimas jégas bei
zadinti savo kurybines galias, kuriy jus, mielas skaitytojau, sitiek daug turite!

Organizatoriai



2024 m. Senjoro uzduociy salygos

Klausimai po 3 taskus

1. Elzé sudaré figurag is 8 vienody detaliy ir ant jos neatitraukdama piestuko
nubreézé uzdarag linija, kuri kerta pati save. Elzé pasalino vidurine detale, kaip
parodyta paveikslélyje desinéje. Kaip atrodo pasalintoji detalé?

A)® B)® C)® D)@ E)@

2. Kurj skaiciy padidinus 2, gaunamas skaiciaus 10 kartotinis, sumazinus 2 — sveikojo skaiciaus
kvadratas, o sumazinus 2 kartus — pirminis skaic¢ius?

A)78 B)538 C)38 D)18 E)6

3. Luka supjausté pica i 6 lygius gabalus (tiesiais pjuviais nuo picos centro). Vieng
is ju suvalgiusi, likusius ji iSdésté lygiais tarpais, kaip parodyta paveikslélyje.
Kampas tarp dviejy gretimy picos gabaly lygus
A)5° B)8& C)9 D)I10° E)12°

4. Augustas siek tiek pakeité standartinio losimo kauliuko formg. Tikimybeés, kad paridentas

1
kauliukas atvirs 2, 3, 4 arba 5 akutémis, nepakito — jos lygios 6 Kokia dabar yra tikimybe,

kad kauliukas atvirs 6 akutémis, jei ji yra du kartus didesné nei tikimybé, kad jis atvirs viena
akute? .

1 7 2 )
A)- B)- C)—= D)- E)—
)4 )6 )36 )9 )18

5. Neatitraukdamas piestuko nuo popieriaus lapo, Tomas nubréze figura, kurig
sudaro Sesios atkarpos. Paveikslélyje parodyta si figura ir visy atkarpy il-
giai. Kokj trumpiausia kelig galéjo popieriumi nueiti piestukas, Tomui bréziant
figura?

A)l4cm B)15cm C)16cm D) 17cm  E) 18 cm

6. Suma 16 + 16 + 16'° + 16'° yra lygi
A) 431 B) 4% C)4'22 D) 16¥ E) 16%

7. Jokubas tyrinéja stac¢iakampe koordinaciy sistema Oxy, kurios asSys nukreiptos priesingomis
kryptimis nei jprasta: Ox ] kaire, Oy zemyn. Kuriame paveikslélyje pavaizduota tiesé,
nusakoma lygtimi y = = 4+ 17

2/10 T 10

A) y B) y




8.

10.

Ant stalo dugnu aukstyn stovi 6 stiklinés. Vienu éjimu leidziama pasirinkti bet kurias 4 stiklines
ir jas apversti. Per kiek maziausiai éjimy galima pasiekti, kad visos 6 stiklinés stovéty dugnu
Zzemyn?

A)2 B)3 C)4 D)5 E)6

. Per pieva eina du takeliai. Kiekvienas is jy dalija pieva j dvi lygiaplotes dalis.

Trijy pievos sriciy, kurias riboja takeliai, plotai lygus A, B ir C, kaip parodyta
paveikslélyje (Cia takeliai pazymeti skirtingomis linijomis). Kuri lygybé yra
garantuotai teisinga?

A)A=C B)B=A+C C)B:;(AHJ) D)B:§<A+C) E)Bzg(AJrC)

Ema i3 plyteliy sudéjo stac¢iakampj (zr. pav.). Ji panaudojo keliy spalvy
kvadratines ir trikampes plyteles. Kiekviena plytelé yra vienspalve.
Kiekvienos dvi plytelés, turincios salyc¢io taska (net jei vienintelj), yra
skirtingy spalvy. Kiek maziausiai spalvy gali turéti Emos sudétas stacia-
kampis?

A3 B)4 C)5 D)6 E)7

Klausimai po 4 taskus

11.

12.

13.

14.

Trikampés piramidés ABC'D briauny vidurio taskai M, N, P, Q, R
ir S sujungti atkarpomis, kaip parodyta paveikslélyje. Sios atkarpos
sudaro uzdarg lauzte M N PQRSM. Koks yra jos ilgis, jei AD = 5,
AC =6, AB=7, CD=8, BD=9 ir BC =107

A)19 B)20 C)21 D)22 E) Kitas atsakymas

Jei lentoje uzrasytas skaicius n, tai leidziama jj nutrinti bei uzrasyti viena i skai¢iy 6n ir 10n.
Kurio skaic¢iaus nejmanoma gauti tokiu budu, pradzioje turint uzrasyta skaiciy 17
A) 2100 X 320 . 580 B) 290 . 320 . 580 C) 2110 . 380 . 530 D) 290 . 320 A 570 E) 250 . 550

Rokas tris popierinius skritulius pradzioje sudéjo, kad sutapty skrituliy
centrai, o véliau — kad bet kurie du skritulius ribojantys apskritimai liestysi
(zr. pav.). Pirmosios gautos figuros juodosios srities plotas yra 7 kartus
didesnis nei baltosios srities plotas. Koks yra dviejy gautyjy figury juodyjy
sri¢iy ploty santykis?

A)3:1 B)4:3 C)6:5 D)7:6 E)9:7

Yra zinoma, kad lygiai vienas is teiginiy A—E apie tam tikra naturalyjj skaiciy n yra teisingas.
Kuris?

A) Skaicius n dalijasi i§ 3~ B) Skaicius n dalijasi i 6 ~C) Skaicius n yra nelyginis

D) n=2 E) Skai¢ius n yra pirminis



SALYGOS

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sofija turi sudeéti 3 x 3 x 3 kubg i$ 27 vienody kubeliy. Kiekviena kubelj ji turi nudazyti viena
is dviejy spalvy: raudonai arba mélynai. Sudéjus kuba, lygiai pusé jo pavirsiaus turi buti
raudona ir lygiai pusé — mélyna. Kiek maziausiai kubeliy turi buti nudazyta raudonai?

A)9 B)1l C)12 D) 14 E) Kitas atsakymas

Kvadrato jstrizainé, pusapskritimis ir apskritimo ketvirtis dalija kvadrata j 6 dalis
(7r. pav.). Koks yra uztusuotos srities plotas, jei kvadrato krastinés ilgis lygus 67

A)9 B)3r C)6r—9 D)lgﬂ E) 12 ‘

Kurios trupmenos reiksme didziausia, jei skaiciams p ir ¢ galioja nelygybeés 0 < p < ¢?
3 2 2 3

Dvizenkliy skai¢iy AB ir C'D aritmetinis vidurkis gaunamas, keturzenklj skai¢iy N = ABCD
padalijus i$ 100. Kokia yra skaic¢iaus N skaitmeny suma?

A)14 B)18 C)21 D)25 E)27

Duoti trys sveikieji skai¢iai a, b, ¢, nelygiis 0. Jokie du i$ jy néra lygs. Lygtys az? + bz +c¢ =0
ir bz? + ax + ¢ = 0 turi bendrg sprendinj x = xy. Kuris teiginys yra garantuotai teisingas?
A) 1o =0 B) Lygtis az?® + bz + ¢ = 0 turi vienintelj sprendinj C)a>0 D) b<0
E)a+b+c=0

Nojus laiko saldainius keturiose striukés kisenése. Jis uzrase, po kiek saldainiy yra kiekvienoje
kisenéje. Jo sesuo Léja uzrase, keliose kisenése yra lygiai vienas saldainis, keliose lygiai du,
keliose lygiai trys, o keliose — né vieno saldainio. Léja uzrasé tuos pacius keturis skaic¢ius kaip
ir Nojus. Kiek is viso saldainiy yra striukes kisenése?

A2 B)3 C)4 D)5 E)6

Klausimai po 5 taskus

21.

22.

Kiek yra naturaliyjy trizenkliy skaiciy, turin¢iy bent vieng is skaitmeny 1, 2 ir 37
A)27 B) 147 C) 441 D) 557 E) 606

Tarp trijy mazesniyjy kvadraty, kuriy krastiniy ilgiai yra a, b ir ¢, jbréztas
didysis kvadratas, kaip parodyta paveikslélyje. Didziojo kvadrato krastines @
ilgis lygus c

b
A)g(a+b+c) B)Va2+b2+c2 C),/(b—a)2+c2 D) /(a+b)?+c2

E) VaZ+ab+ 02+ c2




23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Augusté turi kelis vienodus dvylikasienius losimo kauliukus. Paridenus tokj kauliuka, jis
atvirsta vienu is skaiciy 1, 2, ..., 12, ir visi Sie skaic¢iai yra vienodai tikétini. Paridenus visus
Augusteés kauliukus, yra vienodai tikétina, kad skaiciumi 12 atvirs lygiai vienas kauliukas ir
kad siuo skaic¢iumi neatvirs né vienas kauliukas. Kiek kauliuky turi Augusté?

A8 B)9 C)10 D)11 E)12

Domas turi sesias korteles. Kiekvienos kortelés abiejose pusése yra po skaiciy. Skaiciy poros,
esancios kortelese, yra tokios: (5,12), (3,11), (0,16), (7,8), (4,14) ir (9, 10). Domas tam tikra
tvarka sudéjo korteles langeliuose (Zr. pav.), atvertes kiekviena i$ ju vienu i dviejy atitinkamuy
skaiciy, ir apskaic¢iavo gautojo reiskinio reiksme.

OO

Kokig maziausig reiksme galéjo gauti Domas?
A)-23 B)-24 C)-25 D)-26 E)-27

Dvi to paties ilgio zvakés uzdegtos vienu metu. Jos dega skirtingais pastoviais greiciais: viena
sudegs per 4 val., kita — per 5 val. Kiek laiko degs zvakés, kol viena taps 3 kartus ilgesné uz
kitg?

40 45 63 47
A) T val. B) D val. C) 20 val. D) 3val. E) 1 val.

Daugianariui p(z) lygybé p(z + 1) = 2% — 2+ 2p(6) galioja su kiekvienu realiuoju z. Kokia yra
daugianario p(z) visy koeficienty suma?
A) -6 B)12 C)—-40 D)40 E) Kitas atsakymas

Kuri lygybeé sieja skaicius x, y, z, jei 2* =3, 2y =7 ir 6* =77
Y z Y T 1
Ayz=—"— B)z=—-+4+1 C)z==-1 D)z= E)z=uy— =
) z T4 2 ) z y—l— ) z . ) z Yz=y ;

Funkcijai f: R — R lygybé f(20 —x) = f(22 4+ ) galioja su kiekvienu realinoju x. Egzistuoja
lygiai dvi x reikSmeés, kurioms f(x) = 0. Kokia yra $iy dvieju reikSmiy suma?
A)-1 B)20 C)21 D)22 E)42

Liepa pazyméjo 12 apskritimo tasky, kad atstumai tarp gretimy tasky buty lygus. Ji nori su-
jungti tris iS pazymeétuyjy tasky, kad gautasis trikampis turéty 45° kampa. Kiek tokiy trikampiy
ji gali gauti?

A)48 B)60 C)72 D)84 E) Kitas atsakymas

KeturZzenklis skaic¢ius ABC'D, neturintis skaitmens 0, lygus A4 + B + C¢ + DP. Tada A =
A2 B)3 C)4 D)5 E)6



Senjoro uzduociy sprendimai

1.@@

! Svarbu atkreipti démesj j detaliy formg ir pastebéti, kad penkiakampio viena krastiné yra
trumpesné uz likusias keturias arba kad jo lygiai du kampai akivaizdziai mazesni uz likusius
tris. Paaiskeéja, kad norint atsakymuose parodytas detales jterpti pasalintos detalés vietoje,
jas butina pasukti 180° kampu — penkiakampio trumpaja krastine aukstyn. [sivaizdavus taip
pasuktas detales A-E, lengva pasirinkti atsakyma C pagal tai, kurios krastinés nekerta Elzés

nubreézta linija:
o

2. (C) 38

! Tikrinant atsakymus pakanka pastebéti, kad tinka C arba kad netinka kiti keturi atsakymai:
A) 78 — 2 = 76 néra sveikojo skai¢iaus kvadratas, o 78 : 2 = 39 = 3 - 13 néra pirminis
skaicius;
B) 58 — 2 = 56 néra sveikojo skaiciaus kvadratas;

C) 38 + 2 = 40 yra skaiciaus 10 kartotinis, 38 — 2 = 6® yra sveikojo skaiciaus kvadratas, o
38 : 2 =19 yra pirminis skaicius;

D) 18:2 =9 =3 -3 néra pirminis skaicius;

E) 6+ 2 = 8 néra skaiciaus 10 kartotinis.

3. ® 12°

! Picg padalijus i 6 lygius gabalus, skritulys pada-
lytas j 6 lygias iSpjovas, o pilnasis kampas padalytas
1 6 lygius kampus. Kampus, i kuriuos padalytas
pilnasis kampas pries suvalgant picos gabalg ir jj o a
suvalgius, pazymeékime, kaip parodyta paveikslélyje.
Reikia rasti (3.
Matome, kad 6 = 360° ir ba+54 = 360°. Taigi

a = 360°:6 =60°, a+ [ =2360°:5="72°

Vadinasi, § = 72° — a = 72° — 60° = 12°.
10



11

*—m

°—m
e

e

? Galima nuspéti, kad piestuko kelias buty trumpiausias, jei jis brézty

Pries suvalgant vieng picos gabala, 6 lygus gabalai sudaro skritulj, o ties picos viduriu 6 lygus
kampai sudaro pilnaji kampa. Suvalgius viena picos gabala, lieka 5 tokie lygus kampai, o
Sestasis kampas — pilnojo kampo Sestadalis — isskaidomas j 5 lygius kampus tarpuose tarp
gretimy picos gabaly. Taigi kiekvienas is Siy 5 kampy tarpuose tarp gabaly lygus pilnojo
kampo sestadalio penktadaliui 360° : 6 : 5 = 12°.

2
4.(1))§

Tikimybe, kad paridentas pakeistas kauliukas atvirs 1, 2, ..., 6 akutémis, atitinkamai
pazymékime py, po, ..., ps. Reikia rasti pg.

Visy 6 tikimybiy suma lygi 1:
+p2t...+ps=1 +ps=1 L1 = - =
PrT P2t ... TP =1, P1 T Pe = 6 6 6 ==

Kadangi pg = 2py, tai

1
_—— + pr— 3 y —_ - 5 —_ - .
3 P11 De P1 b1 9 DPs

Pakeitus kauliuka, nepakito tikimybe, kad paridentas jis atvirs 2, 3, 4 arba 5 akutémis (ji

lygi %) Vadinasi, nepakito ir prieSingo jvykio — kad kauliukas atvirs 1 arba 6 akutémis —
tikimybe p, lygi é + % = % Kadangi kauliuko atvirtimas 6 akutémis yra du kartus labiau
tikétinas nei jo atvirtimas viena akute, tai ieskoma tikimybé sudaro du trecdalius tikimybeés p

bei yra lygi % . % = %.

5. 15 cm

atkarpas, keliaudamas tiesiomis linijomis tarp tasky tokia tvarka:

Al -0 A —0 —A3—0 = Ay — 0 — A5 — O — Ag.

Cia O yra bendras visy Sesiy atkarpy galas, o taskai Ay, Ay, ..., Ag — tam
tikra tvarka pasirinkti antrieji atkarpy galai. Tada piestuko kelias s lygus

OAy +20A; +20A3 +20A4 + 20A5 + OAs,

kur sesiy atkarpuy ilgiai OA;, OA,, ..., OAg tam tikra (kol kas bet kokia)
tvarka yra 1, 1, 1, 2, 2 ir 3 centimetrai. Kad gautume kuo mazesne¢ s reiksme,
naturalu imti kuo trumpesnes atkarpas, kuriy ilgiai skaiciuojant s dauginami
is 2, taigi kuo ilgesnes likusias dvi atkarpas OA; ir O Ag:

OA;=3cm, OAg=2cm, s=3+2-(1+1+1+2)+2=15 (cm).

Renkamés atsakyma B.



12

UZDUOCIU SPRENDIMAI

| Piestukas turéjo nueiti bent jau vienguba kiekvienos atkarpos ilgj, kad jas nubrézty. Na-

*——

-

grinekime bet kuriag is Sesiy atkarpy, kuri néra nei pirmoji, kurig Tomas pradéjo breézti, nei
paskutiné, kuria Tomas baigeé brézti. Kad ja pilnai nubrézty, piestukas turéjo kada nors
is visy atkarpy bendro galo O pasiekti kita tos atkarpos gala bei grizti atgal | taska O, taigi
turéjo nueiti maziausiai dvigubg atkarpos ilgj. Taip turéjo nutikti, bréziant maziausiai keturias
atkarpas. Tokiy keturiy atkarpy ilgius centimetrais pazymeékime 1, xo, T3, 24, 0 likusiy dviejy
atkarpy ilgius centimetrais pazymeékime x5 ir x4. Tada piestuko nueitas kelias centimetrais yra
ne trumpesnis nei

2x1+2x2+2x3+2x4+x5+x6:2(x1+1:2+...+:c6)—x5—x62
>2(1+1+1+42+2+43)—3-2=15.

Kita vertus, piestuko kelias gali buti lygus 15 cm: piestukas nubrézia 3 cm atkarpa,
eidamas j taska O is kito jos galo, tada is eilés nueina keturiomis atkarpomis, kuriy ilgiai yra
1, 1, 1 ir 2 centimetrai, brézdamas kiekvieng atkarpa is O ir grizdamas ja atgal, bei pabaigoje
nubrézia 2 cm atkarpa is tasko O.

6. (A) 4%

Duotosios sumos démenis uzrasykime kaip ketverto laipsnius:
1615 — (42)15 — 42-15 — 430

Taigi duotoji suma lygi
430 +430 +430 +430 —4. 430 — 431.

i
1
7. (D) /5’

Galima buty pavaizduoti ties¢ y = = + 1, koordinaciy asis nukreipus jprastomis kryptimis, o
tada jsivaizduoti, kas nutinka, kai asiy kryptys pakeic¢iamos priesingomis. Bet vietoj to yra
paprasciau nustatyti du taskus, per kuriuos turi eiti duotoji tiesé. Pateiktuose atsakymuose
aiskiausiai matyti, kokiuose taskuose Si tiesé¢ galimai kerta koordinaciy asis. Tad jos sankirtos
su asimis taskus ir nustatykime.

Lygtyje y = x + 1 jrase x = 0 ir y = 0, gauname, kad duotoji tiesé eina per taskus

(z1;11) = (0;1), (225 92) = (=1;0).

Vadinasi, ji kerta asj Oy taske, kuris pazymeétas skaiciumi y; = 1, o asj Ox — taske, kuris
pazymetas skai¢iumi xo = —1. Vienintelé tiesé, einanti per siuos du taskus, pavaizduota
atsakyme D.
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8. B) 3

! Po pirmojo éjimo keturios stiklinés stoves dugnu Zemyn, o likusios dvi — dugnu aukstyn. Pries
paskutinj éjimag turi buti atvirkscéiai — dvi stiklinés dugnu Zemyn, keturios dugnu aukstyn
(tada liks apversti tas keturias stiklines). Todél antrasis éjimas negali buti paskutinis. Taciau
antruoju éjimu jau galima gauti Sig atvirkscig situacija. Toks antrasis éjimas aptinkamas,
perrenkant galimybes, kuriy téra trys: apverc¢iamos dvi dar neliestos stiklinés, viena i jy arba
né vienos. Tinka antroji galimybé: viena stikliné apver¢iama dugnu zemyn ir trys dugnu

aukstyn. Taigi trijy éjimy pakanka:

~

(Cia ,A“ zymi stikline dugnu aukstyn, ,Z“ — stikling dugnu Zemyn.)

9. B) B=A+C

R R

AAAAAA — 77277AA — ZAAAZA — 7277777

| Takeliai dalija pieva j penkias sritis. Trijy i$ jy plotai pazymeéti A, B ir C. Galima likusiy
dviejy sri¢iy plotus pazymeéti D ir F, o tada salyga, kad takeliai dalija pieva j lygiaplotes dalis,

*—m

uzrasyti lygtimis:
D+B=F+A+C,

Abiejose lygtyse isreikskime D — E:

D—FE=A+C-B,

D+A+C=FE+B.

D—-FE=B-A-C.

Vadinasi, A+ C —B=B—-A—-C, 2B=2A+2C ir B=A+C.

1! Paveikslélyje takeliai pazyméti iStisine ir punktyrine linijomis.
dalies U, kuri yra kairéje nuo istisine linija pazyméto takelio, plotas lygus
pusei visos pievos ploto. Ta patj galima pasakyti apie pievos dalj V', kuri
yra kairéje nuo punktyru pazymeéto takelio. Pievos dalis V' gaunama, pievos
dalyje U pasalinus sritj, kurios plotas yra B, ir pridéjus sritis, kuriy plotai
yra A ir C. Kadangi pievos dalies plotas nepakinta, tai B = A + C.

10. (©) 5

Pazymétame sudétojo staciakampio taske sueina 5 plytelés
(7r. pav.). Kiekvienos dvi i$ ju turi buti skirtingy spalvy, todél
staciakampis negali turéti maziau nei 5 spalvas.

Kita vertus, 5 spalvy pakanka. Paveikslélyje parodytas
tinkamo staciakampio, kuriame plytelés yra 5 spalvy A, B, C,
D, E, pavyzdys. Cia trijose sta¢iakampio eilutése pakaitomis
is eilés eina spalvos A, B ir C, o kitose dviejose eilutése —
likusios dvi spalvos D ir E. Tos pacios spalvos plytelés Siame
staciakampyje visada yra arba dviejose eilutése, kurias skiria
dar bent viena eiluté, arba toje pacioje eilutéje, kur jas skiria
kitos plytelés.

Vadinasi, maziausias galimas staciakampio spalvy
skaiéius yra 5.

Pievos

BCABC BCAB
D\E|D\E\D|\E|D
sod cigsca
D\E|\D\E\D|\E|D
AN C 2B C AR C VB
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11. (©) 21

| Piramidés ABCD sienos yra trikampiai, o taskai M, N,
P, Q, R ir S yra Siy trikampiy krastiniy vidurio taskai.
Todél lauzte MNPQRSM sudaro siy trikampiy vidurio
linijos. Kiekviena vidurio linija yra du kartus trumpesné
uz atitinkamo trikampio atitinkama krastine:

]\4]\723707 NP:A7D7 PQ:A07
2 2 2
AB D A

QR:T’ RS:CQ, SMZQC.

Lauztées MNPQRSM ilgis lygus

(BO+AD+AC+AB+CD+AC) : 2 = (1045+6+7+846) : 2 = 42 : 2 = 21.

12. 990 , 320 . 580

? Kadangi lentoje uzrasytas skaicius kaskart dauginamas i§ 2 - 3 arba i§ 2 - 5, tai pradéjus nuo
skai¢iaus 1 galima gauti tik dvejety, trejety ir penkety sandaugas. Sios sandaugos negali
buti bet kokios. Kaskart sandaugoje atsiranda vienas papildomas dvejetas, o su juo — vienas
papildomas trejetas arba penketas. Todél sandaugoje trejety ir penkety kartu paémus turi buti
tiek pat, kiek dvejety. Taciau skaicius B) 2% -320.580 yra lygus 90 dvejety ir net 20+ 80 = 100
trejety bei penkety sandaugai. Vadinasi, Sio skaic¢iaus nurodytu budu gauti nejmanoma.

Renkamés atsakyma B.

! Kad uzbaigtume ? dalies sprendima, liko patikrinti, kad keturis skai¢ius A, C, D ir E jmanoma

gauti nurodytu budu.

Jei lentoje uzrasytas skaicius is 6 padauginamas m karty, o is 10 padauginamas n karty,

tai, pradéjus nuo 1, lentoje gaunamas skaicius

a=6"-10" = (27-3™)- (2" 5") = 2" . 3™ 5",

Keturis atsakymy skaic¢ius gauname taip:
A) m =20, n =80, tada a = 2'%0 . 320 . 580;
C) m =80, n = 30, tada a = 219 . 380 . 530;
D) m =20, n = 70, tada a = 2% . 320 . 570;

E) m =0, n =50, tada a = 2% - 5.
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! Juodojo, pilkojo ir baltojo skrituliy plotus atitinkamai pazymékime

13. D) 7:6

S1, Sg ir Ss. Jy isreiksti per atitinkamus spinduliy ilgius nebutina. Taip
pat nebutina per daug jdémiai svarstyti skrituliy tarpusavio padéties
dviejose Roko gautose figurose. Pirmojoje ir antrojoje figurose juodosios
srities plotas atitinkamai lygus S; — Sy (juodojo skritulio dalis, kurios
nedengia pilkasis skritulys) ir S; — Sy — S5 (juodajame skritulyje kiti
du padéti be persidengimu). Pirmojoje figuroje baltosios srities plotas
lygus S3 (baltasis skritulys nedengiamas). Taigi

S1 — Sy = 17855, S1— 55— 53 =753 — S3 =655.
Vadinasi, ieSkomas ploty santykis lygus

7532653:716.

Pirmojoje Roko gautoje figiroje juodoji sritis pagal plota lygi 7 tokiems baltiesiems skrituliams,
kokj panaudojo Rokas. Antrojoje figuroje pasalinus baltajj skritulj, jos juodoji sritis padidés ir
plotu taps lygi pirmosios figuros juodajai sri¢iai (juodojo ir pilkojo skrituliy ploty skirtumas),
taigi 7 baltiesiems skrituliams. Antrojoje figuroje vél padéjus baltaji skritulj, likusi juodoji
sritis pagal plotg lygi jau tik 7 — 1 = 6 baltiesiems skrituliams, o ne 7 kaip pirmojoje figuroje.
Vadinasi, ieSkomas ploty santykis lygus 7 : 6.

14. @ Skaicius n yra nelyginis

? Norint pasirinkti teisingg atsakyma, pakanka sugalvoti bent viena n reikime, kuri tenkina

!

uzdavinio salyga. Pavyzdziui, tinka n = 1: tada teiginys C teisingas, o kiti keturi teiginiai
klaidingi. Sia maziausia galima reikime praleidus (pavyzdZiui, nezinant, kad skaic¢ius 1 néra
pirminis) ir tiesiog is eilés tikrinant n reiksmes, paieskos gali uztrukti: kita maziausia tinkama n
reiksme lygi 25.

Renkamés atsakyma C.

Kiekvienas pirminis skaicius yra arba nelyginis, arba lygus 2. Taigi jei teiginys E buty teisingas,
tai buty teisingas vienas is teiginiy C ir D. Kadangi teisingas tik vienas is penkiy teiginiy, tai
teiginys E klaidingas, o skaicius n néra pirminis. Tada n # 2, todél klaidingas ir teiginys D.

Panasiai galima atmesti ir teiginj A. Kiekvienas naturalusis skaicius, kuris dalijasi iS 3,
arba yra nelyginis, arba dalijasi is 2, taigi ir is 2-3 = 6. Todél kartu su teiginiu A buty teisingas
ir vienas i$ teiginiy B ir C. Kadangi teisingas tik vienas iS penkiy teiginiy, tai teiginys A
klaidingas, o skai¢ius n nesidalija i$ 3. Tada n nesidalija i$ 6, todél klaidingas ir teiginys B.

Liko vienintelé galimybé: teiginys C teisingas, o kiti keturi teiginiai klaidingi. Taip is tiesy
gali buti, jei naturalusis skaic¢ius n yra bet koks nelyginis nepirminis skaicius, nesidalijantis
is 3. Pavyzdziui, tinka reikSmeés

n =1, 25, 35, 49, 55, 65, 77, ...
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15. @ Kitas atsakymas

I Jei 3 x 3 x 3 kubas sudétas i$ 27 kubeliy, tai kiekviena jo sieng sudaro 3-3 = 9

? Kvadrato jstrizainés ir pusapskritimio sankirtos taska A
pazymékime M, o pusapskritimio centrg pazymékime O.
Taskas O yra pusapskritimio skersmens, taigi kvadrato krasti- A’
nés vidurio taskas. Kvadrato sritis pazymékime, kaip parodyta Y B

-

langeliai, o visa kubo pavirsiy sudaro 6 -9 = 54 langeliai. Raudony ir mélyny
langeliy turi buti po 54 : 2 = 27. Sie langeliai yra kubeliy sienelés, esancios
kubo pavirsiuje. Tokias sieneles vadinkime iSorinémis.

Sudéjus kuba, kiekvienas kubelis turi daugiausiai tris iSorines sieneles.
Todél raudonai turi buti nudazyti ne maziau nei 27 : 3 = 9 kubeliai. Be to, po
tris iSorines sieneles turi tik 8 kubeliai kubo kampuose. Raudonai nudazius
tik 9 kubelius, sudéto kubo pavirSiuje raudony langeliy buty daugiausiai
3-8+ 2 < 27. Taigi raudonai turi buti nudazyta ne maziau nei 10 kubeliy.

Kita vertus, 10 kubeliy nudazius raudonai, o likusius 17 kubeliy — mély-
nai, 8 raudonus kubelius galima sudéti kubo kampuose, vieng raudona kubelj
padéti, kad jis turéty dvi isorines sieneles (padéti ties vienos kubo briaunos
centru), o likusj raudong kubelj — kad turéty viena iSorine sienele (padéti ties
vienos kubo sienos centru; zr. pav.). Tada sudéto kubo pavirsiuje raudony lan-
geliy bus lygiai 3-8+2+1 = 27, o mélyny langeliy taip pat bus 54 — 27 = 27.
Vadinasi, maziausias tinkamas raudony kubeliy skaic¢ius yra 10.

16. (A) 9

paveikslélyje. Uztusuotaja sritj sudaro sritys A, B ir C.
Galima nuspéti, kad taskas M yra kvadrato centras C o
(istrizainiy sankirtos taskas), kad sritys A ir A’ yra simetriskos
kvadrato jstrizainés atzvilgiu, o sritys C' ir C’ — tiesés OM atzvil-
giu. Todeél uztusuotos srities plotas lygus sri¢iy A, B ir C’ ploty
sumai. Sios trys sritys sudaro viena i$ keturiy lygiy trikampiy,
1 kuriuos kvadrata dalija jo jstrizainés. Taigi ieSkomas plotas
lygus kvadrato ploto 62 = 36 ketvirtadaliui 36 : 4 = 9.
Renkamés atsakymag A.

QO

Uzbaikime ? dalies sprendima, pagrisdami tai, ka joje tik nuspéjome.

Apskritimo bet kokio lanko simetrijos asis yra to lanko galus jungiancios atkarpos (ap-
skritimo stygos) vidurio statmuo. Musy atveju apskritimo ketvir¢io styga yra kvadrato
jstrizainé, o jos vidurio statmuo eina per kvadrato kitg jstrizaine. Taigi Sios antrosios jstrizainés
atzvilgiu yra simetriskas ne tik pats kvadratas, bet ir apskritimo ketvirtis. Tai pagrindzia
pastebéjima, kad jos atzvilgiu yra simetriskos sritys A ir A’.

Kvadrato centrag pazymeéjus M’ ir sujungus su kvadrato apatinés krastineés vidurio tasku O,
gaunama atkarpa OM’, dusyk trumpesné uz kvadrato krastine. ISvesta iS pusapskritimio cen-
tro O ir lygi pusei jo skersmens, ji yra pusapskritimio spindulys, o jos galo taskas M’ priklauso
pusapskritimiui. Jis priklauso ir kvadrato jstrizainéms, todél M’ = M. Kvadrato apatiné kras-
tiné jungia pusapskritimio galus, todél jos vidurio statmuo OM = OM’ yra ne tik kvadrato su
nubréztomis jstrizainémis, bet ir pusapskritimio simetrijos asis. Tai pagrindzia pastebéjima,
kad Sios asies atzvilgiu yra simetriskos sritys C' ir C’, bei uzbaigia uzdavinio sprendimg.
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17. (A) p—ZSq

? Pasirinkime tinkamas konkreéias p ir ¢ reiksmes, pavyzdziui, p = 1, ¢ = 2, bei patikrinkime
atsakymuose pateikty penkiy reiskiniy reikSmes. Didziausia visada bus reiskinio @fq reiksme.

Renkamés atsakyma A.

Penkis duotuosius reiskinius subendravardiklinkime:

-

3p + 9q
12 7

4p + 8¢q

6p + 6q 8p + 4q 9p + 3q
) 12 7 )

12 7 ) 12 7 ) 12

A) C)
Kiekvienas skaitiklis lygus 12 skaiciy, lygiy p arba ¢, sumai. Pavyzdziui, 4p+8¢=p+p+p+
+p+q+q+...+q. Kadangi p < ¢, tai tokia suma yra tuo didesné, kuo joje daugiau démeny,
lygiy ¢, o ne p. Vadinasi, didziausias is penkiy skaitikliy yra 3p + 9¢, o didziausig reiksme i
penkiy duotyjy reiskiniy turi 2224 +3q (bet kuriems tinkamiems p ir q).

°—m
e

Kiekvienas is penkiy duotyjy reiskiniy turi pav1dal@ pigq, kur o > 0, 8 > 0. Nagrinékime bet

kokj sio pavidalo reiskinj. Pazymékime v = TW' Tada 1 —v = ﬁ Reiskinj pertvarkykime:

awtpye oo 8
a+p b a+p ¢ a+f

={1=p+y¢=p+~(q—0p).

Cia ¢ —p > 0. Kuo didesné¢ v > 0 reikimé, tuo didesné yra p + v(¢ — p) reiksmeé. Jei a
ir § suvoksime kaip skai¢iams p ir ¢ suteiktus ,,svorius®, tai reiskinys %gq igyja tuo didesne
reiksme, kuo didesne ,svoriy“ sumos « + [ dalj sudaro didesniojo skaic¢iaus q ,svoris® [.
Penkiuose atsakymuose si dalis didziausia reiskiniui %‘3‘7: skaic¢iaus ¢ ,svoriui“ tenka 3 iS 4
bendro ,svorio“ daliy. Vadinasi, Sio reiskinio reiksmé yra didesné nei likusiuy keturiy (bet
kuriems tinkamiems p ir q).

18. (B) 18

? Atspéjus tinkamus skai¢ius AB = 49 ir CD = 50, gaunama skaitiaus N skaitmeny suma
449+ 5+ 0= 18. Skaiciy AB ir C'D reiksmes lengva atspéti, remiantis tokiais pastebéjimais:

(i) skai¢iy AB ir CD vidurkis AB,C'D yra tik Siek tiek didesnis nei skai¢ius AB, todeél ir
skai¢ius CD > AB mazai skiriasi nuo AB;

(i) skaicius AB,CD gaunamas, sveikaji skai¢iy AB+CD padalijus i$ 2, todél jo trupmeniné
dalis 0,C'D lygi 0 = 0,00 arba 0,5 = 0,50.

Renkamés atsakyma B.

| Skai¢iy AB ir CD vidurkis lygus AB,CD. Cia C > 0, nes C yra pirmasis dviZenklio
skaic¢iaus skaitmuo. Skai¢ius AB,C’'D yra didesnis nei AB ir maZesnis nei AB + 1. Jei
CD < AB, tai 4252 < AB. O jei CD > AB +2, tai #481¢2 > AB 4+ 1. Vadinasi,
CD = AB + 1. Tada

AB+CD
2

AB.CD = —AB+0,5=A4B50, CD=50, AB =49.

Skaic¢iaus N skaitmeny suma lygi A+ B+ C+D=4+9+5+0=18.
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"

Pazymékime a = AB ir b= CD. Tada N = 100a + b ir

a+b N 100a+b
2 100 100

50a + 50b = 100a + b, 50a = 49b.

Kadangi 49b dalijasi is 50, tai naturalusis dvizenklis skaic¢ius b dalijasi is 50, taigi lygus 50.
Tada a = 490 : 50 = 49, o skaic¢iaus N = 4950 skaitmeny suma lygi 18.

19. @ a+b+c=0

? Pastebékime, kad jei a + b+ ¢ = 0, tai abi lygtys az? +br+c=0 ir bz’ + ax +c = 0 turi

-

sprendinj x = 1. Tad uzdavinio salyga tenkina bet kokie skirtingi sveikieji skaiciai a, b, ¢, kurie
nelygus 0, bet ju suma lygi 0. Pavyzdziui, tinka (a,b,c) = (1,2, -3) ir (a,b,c) = (—1,3,—2).

Sis pastebéjimas nejrodo, kad lygybé a + b+ ¢ = 0 galioja garantuotai: galbiit galéty
egzistuoti kitokie tinkami trejetai (a,b,c). Nors jis nejrodo, kad atsakymas E teisingas, visgi
leidzia atmesti likusius atsakymus. Pavyzdziui, tinkamas trejetas (a,b,c) = (—1,3,—2) pa-
rodo, kad nelygybés a > 0 ir b < 0 yra nebutinai teisingos. Taip atmetame atsakymus C
ir D. Be to, lygtis —2? + 32 — 2 = 0 neturi sprendinio 0, todél galime atmesti atsakyma A.
O kadangi Sios lygties diskriminantas nelygus 0, tai klaidingas yra ir atsakymas B.

Renkamés atsakyma E.

Kadangi x = x( yra dviejy duotyjuy lygciy sprendinys, tai teisingos lygybeés
azg + brg + ¢ =0, bag + axg + ¢ = 0.
Atimkime vieng lygybe is kitos:
0 = (axi + bro + ¢) — (baj + axg + ¢) = (a — b)xj + (b — a)zo = (a — b)xo(zo — 1).
Kadangi (a —b)zo(zg—1) =0, tai a =b, 29 =0 arba zq = 1. Jokie du is skaiciu a, b, ¢
néra lygis, todél a # b. Jei 29 =0, tai a-0*+b-0+c =0 ir ¢ = 0. Tadiau skaiéiai a, b, c

nelygus 0, tad xq # 0.
Liko vienintelé galimybé: xy = 1. Vadinasi, garantuotai galioja lygybeés

a-1*+b-1+c=0, a+b+c=0,

o atsakymas E teisingas. Kity duotyjy atsakymy klaidingumu jsitikinome ? dalyje.

20. (C) 4

? Tarkime, kad Léja i§ eilés uzrase keturis skaicius x1, xo, 23 ir x9. Kiekvienas z; parodo,

keli Nojaus skai¢iai lygus ¢ (¢ia ¢ = 1, 2, 3, 0). Nojaus skaiciai tie patys kaip Léjos. Taigi
pakanka atspéti arba iSmastyti konkrety neneigiamy sveikuju skaiciy ketverta (z1, 2, 23, xo),
kur kiekvienas z; parodo, keli skaiciai Siame rinkinyje lygus ¢ (¢ia ¢ = 1, 2, 3, 0). Tokio rinkinio
du tinkami pavyzdziai yra (2,1,0,1) ir (0,2,0,2). Taigi saldainiy keturiose kisenése gali buti
2,1, 0ir 1 arba 0, 2, 0 ir 2. Bet kuriuo i$ dviejy atvejy matome, kad saldainiy is viso gali
buti 4.

Renkamés atsakymag C.
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! Nojaus keturiy skai¢iy suma s; parodo, kiek i3 viso saldainiy yra kigenése. Sj skai¢iy ir turime
nustatyti. Jis sutampa su Léjos keturiy skaic¢iy suma so, parodancia, kiek yra kiSeniy, kuriose
yra 1, 2, 3 arba 0 saldainiy. Kadangi téra keturios kiseneés, tai sy < 4. Be to, jei sy < 4, tai
bent vienoje kisenéje turi buti ne maziau nei 4 saldainiai ir tada s; > 4. Gauname priestara:
4 < s1 = s9 < 4. Vadinasi, s = 4. Kadangi s; = s, = 4, tai striukes kiSenése yra is viso 4
saldainiai.

Pastebésime, kad uzdavinio situacija yra galima: du skaiciy ketverto (z1,xs,x3,zo)
pavyzdziai pateikti ? dalyje. Nustacius, kad

4:$1+IL‘2+JZ3+I0:1'$1+2'[E2+3'[E3+0'ZE07

ir atlikus atvejy perranka, galima jrodyti, kad kity tinkamuy ketverty néra.

21. (E) 606

? Visus tinkamus trizenklius skai¢ius iSskaidykime j tris nesikertancias aibes:
(i) skaiciai, kuriy pirmasis skaitmuo yra 1, 2 arba 3;

(ii) skaiciai, kuriy pirmasis skaitmuo yra 4, 5, 6, 7, 8 arba 9, o antrasis skaitmuo yra 1, 2
arba 3;

(iii) wvisi like tinkami skaiciai — tokie, kuriy pirmasis skaitmuo yra 4, 5, 6, 7, 8 arba 9, antrasis
skaitmuo yra 0, 4, 5, 6, 7, 8 arba 9, o treciasis skaitmuo yra 1, 2 arba 3.

Pirmojoje aibéje skaiciaus pirmasis skaitmuo gali jgyti 3 reikSmes, o antrasis ir treciasis skait-

menys gali buti bet kokie ir jgyti po 10 reikSmiy. Tad Sioje aibéje yra 3 - 10 - 10 skaiciy.

Analogiskai antrojoje ir treciojoje aibése yra atitinkamai po 6-3-10 ir 6-7 -3 skaiciy.
Vadinasi, i$ viso tinkamy skaiciy yra

3-10-104+6-3-104+6-7-3.

Net neskaiciuojant Sios sumos tikslios reiksmes, galima jvertinti, kad ji didesné nei 557, arba
pastebeéti, kad ji lyginé. Bet kuriuo atveju tinka tik vienas is 5 pateiktyjy atsakymuy.
Renkamés atsakymag E.

?? Visi 300 natiraliyjy trizenkliy skaic¢iy nuo 100 iki 399 yra tinkami (pagal pirmaji skaitmenyj).
Juos galima suskirstyti poromis. Likusius tinkamus skaicius taip pat galima suskirstyti poromis
(4AB,5AB), (6AB,7AB), (8AB,9AB) (kiekvienos poros skaiciai skiriasi tik pirmuoju skait-
meniu, bent vienas is skaitmeny A ir B lygus 1, 2 arba 3). Todél tinkamy skaiciy kiekis yra
lyginis, o atsakymai A-D netinka.

Renkamés atsakyma E.

! Galima greitai nustatyti, kiek yra naturaliyjy trizenkliy skai¢iy, kurie netenkina uzdavinio
salygos. Tai trizenkliai skaiciai, kuriy joks skaitmuo néra lygus 1, 2 arba 3. Visus tokius
skaicius gausime, laisvai pasirinkdami pirmajj skaitmenj i$ 6 elementy aibés {4, 5, 6, 7, 8, 9},
o antrajj ir treciajj skaitmenis — iS 7 elementy aibeés {0, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Taigi tokiy skaiciy
yra 6-7-7=42-7 = 294.

Nuo 1 iki 999 yra 999 — 99 = 900 naturaliyjy trizenkliy skaiciy. Vadinasi, trizenkliy
skaiciy, kurie tenkina uzdavinio salyga, yra 900 — 294 = 606.
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22. @ (a4 0)%+ 2

? Didziojo kvadrato krastineés ilgj pazymékime z. Kvadrato, ku-

°—m

rio krastinés ilgis yra a, vieng krastine prateskime, kaip parodyta a
paveikslélyje.  Si pratesta krastine yra statmena dviem apatinio b
kvadrato krastinéms. Galima nuspéti, kad du uztusuoti statieji
trikampiai yra lygus. Tada kiekvieno i$ juy statiniy ilgiai yra a + b

ir ¢, o jzambinés ilgis yra x. Remiantis Pitagoro teorema,

? = (a+0)?+c%  x=/(a+b)?+c

| Uzbaikime ? dalies sprendima, jrodydami, kad du statieji

-

trikampiai, uztusuoti ? dalies paveikslélyje, yra lygus. Pazymeékime
ju kampus, kaip parodyta paveikslélyje desinéje. Tada

a+90° + 8 = 180°, a=90°— (5 ="r.

Statieji trikampiai panasus, nes turi po to paties didumo a smailyjji 5
kampa. Ju izambines lygios (kaip didziojo kvadrato krastinés), todél Q B
sie trikampiai ne tik panasus, bet ir lygus. Tai ir reikéjo jrodyti.

Pastebésime, kad ? dalyje gauta krastinés ilgio z formulé
néra vienintelé. Pavyzdziui, remiantis trikampiy panasumu, gali-
ma jrodyti lygybe ac = b? — a2, o tada jg panaudojant eliminuoti ¢
irodytoje formuléje. Kita vertus, joks is reiskiniy A, B, C, E negali
nusakyti  net atskiroms a, b, ¢ reikSméms: galima jrodyti, kad Siy
reiskiniy reikSmeés visada mazesnés uz x.

23. (D) 11

Tarkime, kad kauliuky yra n. Paridenus kauliuka, jis atvirs skai¢iumi 12 su tikimybe 1—12 ir
atvirs kitu skai¢iumi su tikimybe 1 — % = % Tad paridenus visus n kauliuky, tikimybé py,

kad né vienas iS jy neatvirs skaiciumi 12, lygi (%)n = E—Z Tuo tarpu tikimybeé, kad vienas
.. . . ey . o . . n—1 n—1 . .
pasirinktas kauliukas atvirs skai¢iumi 12, o kiti neatvirs, lygi % (%) = 11% . Tikimybeé py,
kad lygiai vienas kauliukas (nesvarbu kuris) atvirs skai¢iumi 12, lygi n tokiy tikimybiy sumai:
1171 N 11t P 1171 1171 11-1171t nl1n—! 1
Pr= e T o 120 120 S VT

Tarkime, kad Auguste turi n kauliuky. Juos sunumeruokime nuo pirmojo iki n-tojo.

Tarkime, kad Augusté parideno visus n kauliuky. Sio bandymo baigtis nusako skaiciy
rinkiniai (ai,as,...,a,), kur kiekvienas a; parodo, kokiu skai¢iumi atvirto i-tasis kauliukas.
Ivykiui Ay, kad joks kauliukas neatvirto skai¢iumi 12, yra palankios baigtys (aq,aq, ..., a,),
kur kiekvienas a; yra vienas is 11 skaic¢iy 1, 2, ..., 11. Tokiy baig¢iy yra 11". [vykiui, kad
k-tasis kauliukas atvirto skai¢iumi 12, o joks kitas kauliukas siuo skaic¢iumi neatvirto, yra
palankios baigtys (a, as, ..., a,), kur ap =12 ir a; < 12, kai i # k. Tokiy baig¢iy yra 1171,
Ivykiui Ay, kad lygiai vienas kauliukas (nesvarbu kuris) atvirto skai¢iumi 12, palankiy baig¢iuy
yra 11"+ 11" 4 411t =p 110

Visos baigtys yra vienodai tikétinos. Kadangi jvykiy Ag ir A; tikimybeés lygios, tai jiems
palankiy baig¢iy yra po tiek pat: 11" =n - 11"71 ir n = 11.
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24. D) 26

Tarkime, jog kortelés langeliuose padétos, kad reiskinio reikSmé buty maziausia.
OO OO

Tai jmanoma, nes galimybiy skai¢ius téra baigtinis. Tada trys kairiosios kortelés (kuriy skaiciai
sudedami) atverstos kiekviena savo mazesniuoju skaic¢iumi, o trys desiniosios kortelés (kuriu
skaiiai atimami i$ sumos) — kiekviena savo didesniuoju skaic¢iumi.

Nagrinékime bet kuria is trijuy kairiyjy korteliy ir bet kurig is trijy desiniyjy. Ju atverstus
skaic¢ius atitinkamai pazymékime x; ir xs, o ju nematomus skaicius — atitinkamai y; ir ys.
Tada x1 < y; ir x9 > yo. Jei korteles sukeisime vietomis ir atversime skaiciais ys bei y,, tai
reiskinio reikSmé nesumazés (pagal musy prielaida, kad ji jau yra maziausia galima). Todél

Yo — Y1 = Ty — Ta, 1+ Y1 < T2+ Yo

Vadinasi, bet kurios is trijy kairiyjy korteliy skaiciy suma yra ne didesné nei bet ku-
rios i$ trijy desiniyjy korteliy. Maziausia galima reiskinio reikSmé gaunama, tris korteles su
maziausiomis skaic¢iy sumomis padéjus langeliuose kairéje nuo likusiy trijy korteliy ir atvertus
kiekvieng i$ ju mazesniuoju skai¢iumi, o kiekvieng is likusiy trijy korteliy atvertus didesniuoju
skaic¢iumi. Kiekviename korteliy trejete ju tarpusavio tvarka nesvarbi.

Korteliy skaic¢iy sumos lygios

3+11=14, 74+8=15, 0+16=16, 5+12=17, 4+14=18, 9+10=19.
Taigi maziausia galima reiskinio reiksmeé lygi

3+7+0—-12—-14 - 10 = —-26.

Tarkime, jog kortelés langeliuose padétos, kad reiskinio reiksmé buty maziausia. Kaip ir ! da-
lyje, pastebékime, kad tai jmanoma ir kad tada trys kairiosios kortelés atverstos kiekviena savo
mazesniuoju skaiciumi, o trys desiniosios kortelés — kiekviena savo didesniuoju skaic¢iumi.

Sesiuose langeliuose padéty korteliy mazesniuosius skaitius i§ eilés pazymékime aq,
as, ..., ag. Kiekvienos kortelés dviejy skaiciy sumg atitinkamai pazymékime sq, s, ..., Sg.
Tada a; yra tam tikra tvarka surasyti skaiciai 5, 3, 0, 7, 4, 9, o s; — tam tikra tvarka surasyti
skaiciai

3+11=14, 7+8=15, 0+4+16=16, 5+12=17, 4+14=18, 94 10=19.

Sesios korteles atverstos skaiciais a1, as, a3, sS4 — a4, S5 — as, S¢ — ag, 0 reiskinio reiksme lygi

a; + ag +as — (s4 — aq) — (85 — as) — (s — ag) =
=(a1+ay+...+ag) —S4— S5 — S =
=0B+3+0+74+4+9) — 54— 55— 56 =
=28 — 54— 85— 8¢ =28 — 17— 18 — 19 = —26.

Taigi reiskinio reikSmé ne mazesné nei —26. Kita vertus, Sia reikSme gausime, kai s; = 17,
s5 = 18, s¢ = 19, t. y. kai trys kortelés su tokiomis dviejy skai¢iy sumomis yra padétos
langeliuose desinéje nuo kity trijy korteliy. Vadinasi, —26 ir yra ieskoma reiksmeé.



22

UZDUOCIU SPRENDIMAI

40
25. (A) vl

! Tris kartus ilgesné uz kitg po kurio laiko taps lédiau deganti zvake, taigi toji, kuri sudegs

!

'

per 5 val. leskoma laika pazymékime t (val.). Kokia kiekvienos zvakés dalis sudegs per §j

laika? Zvakei, kuri tolygiai sudega per 5 val., ji lygi %, o kitai zvakei ji analogiskai lygi i.

Zvakiy dalys, kurios liks po ¢ val., atitinkamai lygios

t
1—-= ir 1—-.
D 4

Kadangi pradiniai zvakiy auksciai lygus, tai

1—t:3-(1—t): 3t

5 A 1
3 1 11
9=3-1=(2_2).p=—
3 (4 5>t 50"
11 20 40
_9 9.2 _ 1
t 20 TR

Tris kartus ilgesné uz kita po kurio laiko taps antroji is dviejy zvakiy, kuri dega léc¢iau ir sudega
per 5 val. Zvakeés dega tolygiai, grei¢iy santykiui esant 4 : 5. Taigi tam tikrai pirmosios Zvakés
daliai sudegus, per ta patj laika visada sudega penktadaliu trumpesné antrosios zvakés dalis.
Nagrinékime zvakes tuo metu, kai antroji zvaké trissyk ilgesné uz pirmaja, bei jy aukscius [y
ir [y = 3l;. Kol pirmoji zvaké sudegs iki galo, antrosios zvakés aukstis sumazes per %ll = 14—5l2
ir taps lygus %lg. Pirmajai zvakei sudegus iki galo, antroji zvaké sudega per valanda. Todél
antroji zvake, kurios aukstis yra ne %lg, bet Iy, sudega per ¥ val. Vadinasi, nuo degimo

11
pradzios ji sutrumpéja iki aukscio [y — trissyk didesnio nei pirmosios zvakés — per laika, lygy

15 40

TR

(val.).

26. (C) —40

Kai x = 5, tai p(x 4+ 1) = p(6). Tai pastebéjus, galima rasti p(6) reikSme. [rasykime z =5
duotojoje lygybéje:

p(6) =p(5+1) = 5% — 5+ 2p(6) = 20 + 2p(6),
p(6) —2p(6) =20,  p(6) = —20.

Kad ir koks buty daugianaris p(z) = a,z™ + Ap_12" 1 4. a1x +ag, jo visy koeficienty
suma a, + a,_1 + ...+ a; + ag lygi p(1). Kad rastume ieskoma p(1) reikSme, duotojoje
lygybéje jrasykime z = 0:

p(1) =p(0+1) = 0% — 0+ 2p(6) = 2p(6) = —40.

Atkreipkime démesj, kad paties daugianario p(x) rasti nebutina. Egzistuoja vienintelis
tinkamas daugianaris:

p(z) = 2° — 3z — 38.
Jis randamas, lygybéje p(z + 1) = 2% — x — 40 atlikus keitinj z =y — 1.
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27. @ Z—1+x

Lygybéje 6 = 7 septyneta galime pakeisti dvejeto laipsniu 2Y. Jos kairigja puse galima
uwZraSyti per dvejeta ir trejeta (6 = 2 - 3), o trejeta vélgi pakeisti dvejeto laipsniu 2%. Taip
gauname lygybe tik su dvejeto laipsniais 2 = 2 :

9lz+l)z _ 9y )

1z = — .
: (z+1)z=y, ‘=1

Uzdavinj galima isspresti, logaritmavus duotasias lygybes:

rln2 =1In3, yln2=1In7, zIn6 =1In7,
yIn2=mI7=z2Im6=2(In2+mn3)=2(In2+2ln2)=2(1+2)n2,
Y

— (1 — .
y = z(1+x), =10

28. (E) 42

Lygybe f(20—z) = f(22+4z) reiskia, kad funkcijos y = f(x) grafikas (jprastoje staciakampéje
koordinaciy sistemoje Oxy) yra simetriskas (vertikalios) tiesés = = 21 atzvilgiu. Tai lengviau
pastebeti, lygybéje atlikus keitinj x = u—1 ir gavus ekvivalencia lygybe f(21—u) = f(214u),
galiojancia kiekvienam realiajam u. Cia skaidiai @1 = 21 —u ir x5 = 21 +u yra bet kokie du
skaiciai, kuriuos pazyméjus Ox asyje, skaiCius 21 atsidurs tiksliai per vidurj tarp jy. Kadangi
f(z1) = f(xe), tai taskai (z1, f(x1)) ir (x2, f(22)) visada yra simetriski tiesés z = 21 atzvilgiu.

Tai pastebéjus, lengva sugalvoti tinkama funkcija f. Tinka bet kuri funkcija f: R — R,
kurios grafikas yra simetriskas tiesés x = 21 atzvilgiu ir kerta Ox asj lygiai dviejuose taskuose
X ir Xy. Skaic¢iai X ir Xy buty tos dvi « reikSmés, kurioms f(z) = 0. Pavyzdziui, tinka bet
kuri kvadratiné funkcija f(x) = az? + bx + ¢, kuriai atitinkamos parabolés virsuné yra ties¢je
x = 21 ir kurios diskriminantas yra teigiamas. Kokios bebuty X; ir X, reiksmes, Oz asyje jos
yra simetriskos tasko 21 atzvilgiu. Tada tam tikram realiajam u turime

X, =21 —u, X, =21 +u, X1+ Xo=(21 —u) + (21 +u) = 42.

! Tarkime, kad f(X;) = f(X3) =0 ir X; # Xy. Tada f(z) # 0, kai z # X3, = # X,. Lygybéje

f(20 —z) = f(22 + x) jrasykime z =20 — X;:
J(X1) = f(20 — (20 — X1)) = f(22+ (20 — X)) = f(42 — X),
Kadangi f(42—X;) = f(X;) = 0, tai skaic¢ius 42— X; sutampa su X; arba su X5. Analogiskai
skaic¢ius 42 — X5 sutampa vienu is skaic¢iy X; ir Xy. Jei X; 4+ X5 #£ 42, tai 42 — X; # X5 ir
42 — X2 ?é Xl- Tada
42—X1:X1, 42—X2:X2, X1:X2:21

Taip buti negali, nes X; # X,. Vadinasi, X; + Xy = 42.
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29. (D) 84

Duotojo apskritimo centrg pazymeékime O, o 12 apskritimo tasky is eilés pagal laikro-
dzio rodykle pazymékime Aq, A, ..., Ajs. Dél patogumo laikykime, kad A3 = Ay, Ay = Ay
ir t. t. Turime taisyklinggjj 12-kampj A1 As ... Ajs. Apskritimo spinduliai OA;, OAs, ..., OA
pilnaji kampa dalija j 12 lygiy kampy. Taigi ZA;0A; 1 = 360° : 12 = 30° kiekvienam 1.

Liepa turi pasirinkti skirtingus apskritimo taskus A;, A;, Ay, A,
kuriems jbréztinis kampas A;A; Ay lygus 45°. Taip bus tada ir tik i
tada, kai atitinkamas centrinis kampas A;O Ay, lygus 2-45° = 90°,

o taskas A; néra sio staciojo kampo viduje. Centrinj statyjj kampa Aige

A;OA; turi sudaryti trys centriniai kampai po 30°. Todél viena

is taisyklingojo 12-kampio virsuniy A; ir A, turi buti trecioji, A
skaic¢iuojant pagal laikrodzio rodykle nuo kitos. Siy virsuniy tar- ! '

pusavio tvarka nesvarbi, todél galime laikyti, kad Ay = A, 3.

Aiys

Kiekvienam ¢ = 1, 2, ..., 12 pasirinkus taskus A; ir Ay = A;13, likes taskas A; gali buti
bet kuri 12-kampio virsuné, isskyrus keturias virsunes A;, A;11, Airo ir A;y3 (Zr. pav. virsuje).
Kiekvienai is 20 galimy ¢ reikSmiy turime po 12 — 4 = 8 galimybes, kaip pasirinkti A;.

Gauname 12 - 8 = 96 trejetus A;, A;, Aj, kuriems

LA;A; A= 45°. Taciau tinkamy trikampiy yra maziau nei tokiy
45° kampy, nes kai kurie is 96 kampy priklauso tiems patiems 5
trikampiams. Kiekviena tokj trikampj, turintj du 45° kampus (taigi n
statuji lygiasonj), gausime, pasirinke bet kurj taska A; kaip to '
trikampio staciojo kampo virsune bei pasirinke dar dvi 12-kampio
virsunes, kuriy kiekviena yra trecioji, skaiciuojant nuo A; pries
arba pagal laikrodzio rodykle (tai bus duotojo apskritimo skers-
mens galai; zr. pav. desinéje). Tokiy trikampiy yra 12 (A;A4A7,
Ay AsAs, . ..). Juose yra 12-2 = 24 i5 96 gautyju 45° kampu. Taigi
yra 96 —24 = 72 tinkami trikampiai, turintys po viena 45° kampa,
ir dar 12 tinkamy trikampiy, turin¢iy po du tokius kampus. IS viso
gauname 72 4 12 = 84 tinkamus trikampius.

30. B) 3

Naudodamiesi lygybe ABCD = A%+ BP +C + DP| méginkime jvertinti, kiek dideli ar mazi
gali buti skaitmenys A, B, C', D.

Jei bent vienas i$ skaitmeny yra ne maZesnis uz 6, tai ABCD > 6% = 36% > 30% > 9999.
Todél skaitmenys A, B, C, D priklauso aibei {1,2,3,4,5}. Kita vertus, jei jie visi mazesni
uz b, tai

1111 K ABCD < 4* +4* +4* +4' =45 = 1024 < 1 111.

Todél bent vienas is skaitmeny A, B, C, D lygus 5.

Kadangi 5° = 125-5-5 > (120-5) -5 = 3000, tai ABC'D > 3000. Be to, jei skaiciaus
ABCD bent du skaitmenys lygiis 5, tai 5555 > ABCD > 5° + 5% > 6000. Taigi lygiai vienas
is keturiy skaitmeny lygus 5, o kiti trys yra ne didesni uz 4. Vadinasi,

3000 < ABCD < 5° +4*+4* +4* =625 -5 + 256 - 3 < 4000, A=3.

Skaitmeny B, C, D reikSmiy nustatyti nebutina. Perrenkant likusias galimybes, gaunamas
vienintelis tinkamas skaic¢ius ABCD, lygus 3435 = 33 + 4% + 33 + 5°.
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Uzdavinio nr. Atsakymas
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